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第 I部
アクティブマター物理学とは
この世界には, 運動するための仕組みを自身の内部に持つものがたくさんあります. 例えば, 微生物, 魚, 人
間, 自動車などです. ここで, 「微生物が鞭毛の動きでシャーレ上を移動する*1」だとか, 「自動車がガソリ
ンの燃焼で北海道を周遊する」といった, それぞれの動く仕組みやスケールの違いは無視してしまいましょ
う*2. すると, これらをまとめて「自分で速度を変えられるもの」だとみなすことができます. このような
「自分で速度を変えられるもの」のことを自己駆動粒子といいます. 自己駆動粒子を扱う物理学の分野こそが,

アクティブマター物理学です.

第 II部
個体
自己駆動粒子を考えたときにまず気になるのは, それぞれの種類の自己駆動粒子はどのようなメカニズムで
動いているのかということです. 特に生物に関しては, 運動の機構を解明するための研究が長い間おこなわれ
てきました [3]. しかし, この解説 PDFではそれぞれの運動機構の特性よりも一般の集団運動に興味があるの
で, 詳しくは論じません.

第 III部
集団
私たちの身の回りの自己駆動粒子を思い浮かべてみましょう. 多くの場合, 多数の自己駆動粒子が集まるこ
とで “群れ”をつくっていますね. マイワシのトルネードや蚊柱がすぐに浮かびます. 夕方飛び回るムクドリ
の大群に恐怖を覚えたことも一度はあるのではないでしょうか. 動物に限らず, 例えば車の渋滞も一種の “群
れ”とみなすことができます. もちろん, 私たち人間も “群れ”を構成し, 例えば通勤・通学ラッシュ時には一
人一人が群衆の構成員となります*3.

これらの “群れ”の共通点は, 「自ら動くものたちが数多く集まって, 秩序的な運動をしている*4状態」であ
ることです. この状態を自己駆動粒子の集団運動といいます.

自己駆動粒子は自分で速度, すなわち運動エネルギーを変えます. 平衡統計力学では各自勝手にエネルギー
を変える (=平衡状態にない)粒子たちは扱えませんでした*5. このことから, 自己駆動粒子の集団運動の研究
は非平衡統計力学に属します.

• 自己駆動粒子の集団運動はどのように形成されるのか

*1 これを swarmingといいます. 詳しくはこちらの記事をご覧ください.
*2 スケールや対象が異なる現象の共通点を引っ張り出して議論することは, 物理学でよく行われます.
*3 し, 群れずに生きることをすすめる本が自己啓発書コーナーに平積みになり, 人々が群れています.
*4 全体としてある方向に進んだり, あるパターンを形成しているということです.
*5 平衡・非平衡については, こちらの記事をご覧ください.
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• 自己駆動粒子の集団運動に潜む普遍性は何か

といった疑問も, 非平衡統計力学の問題として研究がおこなわれています.

1 モデル: ドライなアプローチ
それでは, これらの “群れ”はどのように形成されるのでしょうか. 物理学で実際の現象を扱うには, 二つの
ステップを踏みます.

まずは, 現象を抽象化して物理モデルにします. これによって, 様々な現象を一度にまとめて簡単な形で考え
ることが可能になり, 共通した枠組みの発見にもつながります. 次に, 数式で記述した数式モデルにします. 物
理モデルではおおまかな性質の議論しかできませんでしたが, 数式モデルでは具体的に計算をすることでより
深く議論をすることが可能になります. ただし, 現象からモデルを立てるにあたって多少なりとも性質を落と
している (捨象がある)点で, モデルは現象そのものとは異なることに注意しなければなりません [5].

現象 抽象化−−−→
物理モデル 数式化−−−→

数学モデル

マイワシのトルネード 99K

自己駆動粒子近接相互作用
99K Vicsekモデル

1.1 物理モデル
さて, 「自己駆動粒子の集団運動」の物理モデルを考えてみましょう. 動物の頭の中を想像するのは難しい
ので, 私たち人間の作る “群れ”を考えてみることにします.

ラッシュアワーにおいては,「全員でまとまって登校するにはどうすればいいのだろう」「まわりの人にはい
くらぶつかってもいいから, ジグザグに動いて出社しようかな」といったことは考えず, 前方数人の背中に無
心でついていきます.

現実世界での人間の動きだけでなく, 仮想的な人間の動きでも同じです. 客観的に全体をとらえた情報や合
理的な考察を無視し, 周囲の多数派になんとなく追従する人間の傾向による現象を, 行動経済学の言葉で「ハー
ディング現象」といいます [1]. 俗にいう「集団心理」のようなものだと考えると理解しやすいかもしれませ
ん. バブル相場やサブプライムローン問題などはハーディング現象の例と言えそうですね.

このように,集団運動を構成する各自己駆動粒子は, それぞれの近くの様子だけでそれぞれの運動を決めてい
るのではないかと予想できます*6. 自己駆動粒子間の近接相互作用で全体の振る舞いが決まるというわけです.

1.2 数学モデル
それぞれの自己駆動粒子が周囲の限られた範囲の情報のみによって運動を決定することで, 全体が “群れ”

として統制の取れた状態をとることは, 実際に可能なのでしょうか. ここではいくつかの数学モデルを紹介し
ます.

*6 マクロな流れを扱う流体力学の基礎方程式が, 各地点の密度や速度といったミクロな要素で書かれていることからも予想できます.
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1.2.1 Boid

コンピュータでアニメーションをつくる際, 鳥の群れの自然な動きを再現するために考えられたモデル
がBoid*7です [9]. それぞれの鳥に,

• 分離: 他の鳥とぶつからないように距離をとる.

• 整列: 周囲の鳥と同じ方向を向くようにする.

• 結合: 他の鳥が集まっている方向を向く.

という 3種の相互作用をバランスよく*8適用するだけで, 全体が鳥のように見える動きが得られるとわかりま
した.

1.2.2 坂井モデル
ゴンズイ*9の群れのように, 頭と尾の区別があり, 前向きに進む性質のある個体が群れをつくって動きまわ
る状況を説明するために考えられたのが坂井モデルです [10]. 一般に個体の運動は,

• mj : j 番目の個体の質量
• xj : j 番目の個体の位置ベクトル
• ν: (速度に比例する抵抗の)抵抗係数

として, 運動方程式

mj
d2xj

dt2
+ ν

dxj

dt
= Fj

で説明できます. この右辺の力 F として次の成分を考えます.

• 前向走性: 大きさが一定で, 常に進行方向に働く力
aを推進力係数として,

Faj = a
dxj

dt

/∣∣∣∣dxj

dt

∣∣∣∣
• 接近運動: 自分以外の N − 1個の粒子それぞれとの間の力の平均
Rij を個体 i, j 間の距離, R1, R2, C1, C2 を定数として,

Fcj =
1

N − 1

N∑
i=1

C(Rij)(xi − xj)

C(Rij) =


C1

Rij
0 < Rij < R1

C2 R1 ≤ Rij ≤ R2

0 R2 < Rij

つまり, 個体 i, j 間には距離 Rij が近すぎると距離に反比例する斥力が, 中くらいだと一定の引力が働
き, 遠すぎると力が働かない.

*7 “bird-oid”, すなわち, 「鳥のようなもの」という意味です.
*8 どの距離でどれくらいの力が働くかといったパラメータを調節するということです.
*9 ナマズの一種で, 集団で行動する習性があります. 特に幼魚の群れは巨大な団子状の「ごんずい玉」となることが知られています.
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• 整列運動: 近くの仲間と向きを含めて速度をそろえようとする力 nを Rij ≤ R3 となる仲間 iの個数, h

を速度調節力係数, R3 を定数として,

Fhj =
1

n

∑
i : Rij≤R3

h

(
dxi

dt
− dxj

dt

)
• 擾乱作用: ノイズ

Fbj = bj(t)

まとめると,

mj
d2xj

dt2
+ ν

dxj

dt
= a

dxj

dt∣∣∣dxj

dt

∣∣∣+ 1

N − 1

N∑
i=1

C(Rij)(xi − xj) +
1

n

∑
Rij≤R3

h

(
dxi

dt
− dxj

dt

)
+ bj(t)

なります. このとき, 各パラメータの組み合わせを変えながらシミュレーションを行うと, 群れのパターンが大
きく 3種類得られることがわかります*10.

• アメーバ状運動: 推進力が小さく, ノイズが大きいと, 群れの位置は動かず, 形が変化していく.

• ドーナツ型運動: 推進力が大きいと, 重心の止まった環状の回転をつくる.

• 直進型運動: 整列作用が加わると, 小さなかたまりが直進運動をする.

図 1: 3パターンの群れ

*10 時間がなく手元で確かめることはできなかったので, 興味のある方はぜひ実装してみてください.
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1.2.3 Vicsekモデル
Vicsek(ヴィチェック)モデルは自己駆動粒子の集団運動を考えるうえで最も重要なモデルです. Vicsekモ
デルでは自己駆動粒子を向きを持つ矢印として考えます*11. この矢印がたくさん集まり, ルールに従いながら
運動します. ただし, 各矢印の動き方のルールは次のとおりです:

• どの矢印も常に同じ速さで動き回る.

• それぞれの矢印は, 自分からの距離が一定より近い矢印たちの平均に向きをそろえようとする.

• 向きをそろえようとする際に, 一定のノイズが加わってしまう.

図 2: 矢印はまわりと向きをそろえようとする.

2次元の Vicsekモデルを数式で書いてやると次のようになります:

時刻 tでの j 番目の矢印の向きと位置を θtj , r
t
j として,

θt+1
j = arg

 ∑
k : |rt

k−rt
j |<R

eiθ
t
k

+ ηtj

rt+1
j = rtj + v0eθt+1

j

• 和∑は, j 番目の矢印中心に半径 R内にある矢印全体についてとる. ただし j 番目の矢印自身も
含める.

• ηtj : 区間 [−η/2, η/2]に一様分布するホワイトノイズ. (時間的にも矢印間にも相関がない.)

*11 これは電子スピンの集まりによる磁性を考えるときの XYモデルというものと非常によく似ています. 違うのは矢印が固定されて
いる (XYモデル)か, 動き回る (Vicsekモデル)かという点です.
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• eθt+1
j

: 時刻 t+ 1に矢印 j の向いている単位ベクトル.

日本語に訳せば,

(矢印の次の瞬間の向き) = (近くの矢印の今の向きの平均) + (ノイズ)

(矢印の次の瞬間の位置) = (矢印の今の位置) + (移動の速さ)× (矢印の次の瞬間の向き)

ということです. 全体としての動きを左右しているパラメータは,

• 時刻 0での矢印の平均密度 ρ

• ノイズの大きさ η

• 矢印の速さ v0

• 矢印の “視界”の広さ R

です.

■Vicsekモデルの実装 コンピュータプログラムで実際に矢印を動かしてみます. ここで, v0 > Rとすると,

すれ違いが一瞬で行われるため相互作用できない粒子が存在してしまい困ります. ですから v0 = R/2と置い
てしまいましょう. 結局のところ, ρ, η の 2つが実質的なパラメータとなるので, 実際にこれらを変化させなが
ら振る舞いを見てみましょう. 計算するうえで,

• 動き回る範囲は 1× 1の正方形で, 周期境界条件*12を課す.

• ρ = 100, 1000, 10000

• η = 1, 2, 4, 6rad

• v0 = 0.025, R = 0.05

としたところ, t = 100での様子は次のようになりました*13:

*12 例えば, 右の辺から出て行った矢印はすぐに左の辺の同じ高さから現れます. 本当は, 無限に広いところに一様に無限個の矢印が広
がったときを考えたいのですが, 計算機実験では仕方なくこうします.

*13 動画の一部はこちらから確認できます.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

図 3: 次のパラメータ ρ, η に対する t = 100での状態
(a): ρ = 100, η = 1 (b): ρ = 100, η = 2 (c): ρ = 100, η = 4 (d): ρ = 100, η = 6

(e): ρ = 1000, η = 1 (f): ρ = 1000, η = 2 (g): ρ = 1000, η = 4 (h): ρ = 1000, η = 6

(i): ρ = 10000, η = 1 (j): ρ = 10000, η = 2 (k): ρ = 10000, η = 4 (l): ρ = 10000, η = 6

ノイズ強度 η が大きく矢印密度 ρが小さいほど向きがそろわず無秩序的に, η が小さく ρが大きいほど向き
がそろって秩序的になることが確認できます. それぞれの状態を無秩序相*14, 秩序相といい, ゆっくりノイズ
強度や矢印密度を変化させていくと, ある特別な点でこれらの 2つの相の移り変わり (相転移)が急激に起こる
ことがより詳しい研究により分かっています.

1.2.4 Toner-Tuモデル
Vicsekモデルは, それぞれの矢印がどう動くかを計算しているので, 例えば, 矢印の位置による向きの違い
を考えたいときに不便です.

実は, この問題の解決方法は流体力学にあります. 通常, 流体の運動を調べる際には, 次の 2通りの方法がと
られます:

*14 相とは, 一様な性質を持つ状態のことです. マクロな物質量を変化させても全体としての性質が変化しない状態にあるとき, 変化の
前後では相が同じとみなします. 今回の場合は, 多少ノイズの大きさや粒子密度を変化させても, 矢印は群れを成したまま (あるい
はバラバラなまま)ということに当たります.
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• Lagrange(ラグランジュ)の方法: 流体を無限に小さな塊に分け, それぞれの塊の動きを調べる.

つまり, ある塊の位置 xは, 塊の初期位置 x0 と時刻 tで決まる:

x = f(x0, t)

• Euler(オイラー)の方法: 流れを特徴づける速度, 密度などの様子を各瞬間, 各点で調べる.

つまり, 速度 v や密度 ρが, どの場所 xと時刻 tを考えているかで決まる*15:

v = g(x, t)

ρ = h(x, t)

例えば川の流れを考えるとき, 水の詰まった小さな立方体に注目してそれぞれの動きを考えるのが Lagrange

の方法, それぞれの場所と時間での水の密度や速度を俯瞰的に考えるのが Eulerの方法というわけです.

Vicsek モデルは矢印の動きを調べていた Lagrange の方法に当たり, 流体力学風に連続場として記述し
たToner-Tu(トーナー・トゥー)モデルが対応するような Eulerの方法です*16. Toner-Tuモデルの式は次の
ようになります [12, 14]:

∂v

∂t
+ λ1(v · ∇)v + λ2(∇ · v)v + λ3∇

(
|v|2

)
= αv − β|v|2v −∇P +DB∇(∇ · v) +DT∇2v +D2(v · ∇)

2
v + f

∂ρ

∂t
+∇ · (vρ) = 0

ただし,

• β > 0

• DB , DT , D2 > 0: 拡散係数
• f : 場所と時間について独立なノイズ
• 圧力は密度ゆらぎ ρ− ρ0 で展開した式:

P = P (ρ)

=

∞∑
n=1

σn(ρ− ρ0)
n

非常に難しそうな式ですが, それぞれの項を詳しくみていきます.

第 1式の左辺は流体力学の基本方程式であるNavier-Stokes(ナヴィエ・ストークス)方程式とほぼ共通です.

異なるのは左辺第 2項から第 4項の移流項と呼ばれる部分で, Navier-Stokes方程式では λ1 = 1, λ2 = λ3 = 0

*15 このように, 場所と時間を決めてやるとそこでの物理量が得られるようなものを場といいます. 速度場や密度場の他にも, 電場・磁
場や重力場といったものが考えられます.

*16 ただし, 導出の過程で高次の項を無視しているので, 完全には記述できていません. Toner-Tuモデルの導出については「自由エネ
ルギーから見るアクティブマターの流体モデル」をご覧ください.
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となっています. Navier-Stokes方程式を導出する際には,「どんな速さで走りながら流れを見ても物理法則は
同じ」という Galilei(ガリレイ)共変性を仮定していました. しかし, Toner-Tuモデルではこの Galilei共変性
を仮定していない*17ため, Galilei共変性を持つなら 0でなければいけなかったり, 係数が 1でなければならな
いはずの項が絞られずに残っているのです.

第 1 式の右辺第 1 項, 第 2 項も同じように, Galilei 共変性を要請しないことから残っている項です. 第 1 式
をマクロな目で見て, 速度の空間平均をとったときにはこれら 2項だけが残り, α > 0のとき, |v| =

√
α/β,

α ≤ 0のとき, v = 0という解を持ちます. これらはそれぞれ, 秩序相と無秩序相に対応しています. つまり,

αの符号変化が相転移を意味するのです*18.

第 4項から第 6項は速度ゆらぎの拡散を示す項です. 興味深いことに, これらの粘性項は, 近接する魚の向き
を平行にしようとする, 群れの “弾力性”を担っています.

第 2式はずっと簡単で, 魚の数の保存を意味する式です. 勝手に魚が出現したり消え去ったりしては困ってし
まいますし, なにより魚がかわいそうです.

この Toner-Tuモデルについては様々な統計力学的手法によって解析が行われていますが, ここではこれ以上
深入りしません.

2 実験: ウェットなアプローチ
ここまで, 計算モデルによる自己駆動粒子の集団運動に見られる統計力学的振る舞いの一部を見てきました.

当然, これらの性質が実在する自己駆動粒子の集団運動についても見られるのか気になります. しかし, 実際に
イワシやムクドリを使って実験しようとすると手間がかかって大変です. ですから, 扱いが比較的楽なバクテ
リアや分子モーターなどで実験が行われています.

2.1 遊泳バクテリア
バクテリアは, 鞭毛を回転させて流体を掻き出すことで, 前から後ろに排出する流れを作り出します. このよ
うなバクテリアが互いに近づくと, 流れに沿うように進行方向をそろえようとするので, 集団運動が期待でき
ます. 実際には, アクティブ乱流*19と呼ばれる, 不規則な動きと渦が見られます. ただの粘性流体の乱流なら
ば渦の大きさはバラバラのはずですが, 解析の結果ある大きさの渦が支配的になっていることがわかり, 自己
駆動粒子の集団運動特有の現象だと考えられています [7].

さて, 当然この渦には時計回りと反時計回りの 2種類が存在します. 渦と渦は流路を介して相互作用してい
ます*20が, 向きが揃うように作用するか, もしくは向きが逆になるように作用するかは条件によります. この
状況はそれぞれ, 電子スピンの向きをそろえる強磁性的な相互作用と, 互いに逆向きが安定な反強磁性的な相
互作用と全く同じになっています. 実験の結果, 渦の中心間距離と渦の大きさをそれぞれD,RとしD/Rを増
加させていくと, D/R ≃ 1.4で強磁性的秩序から反強磁性的秩序に遷移することがわかりました.

*17 誰も, 走りながら魚の群れを眺めたりなんか, しません.

*18 これは, 平均場理論を用いて相転移を考えた, Gintzburg-Landau 方程式 αψ + β|ψ|2ψ +
1

2m
(−iℏ∇− 2eA)2ψ = 0 における

係数 αの正負が相を分けていることに通じています [6].
*19 詳しくは, こちらの記事をご覧ください.
*20 例えば 2つの台風が干渉しあって通常とは異なる進路を取ることがあり, これを藤原効果といいます [4].

10

https://event.phys.s.u-tokyo.ac.jp/physlab2021/articles/4bhrwx68p


図 4: バクテリアの渦と電子スピンを同一視する

勘のいい読者は気づいたでしょうが, この遷移はほぼ D/R =
√
2で起きています. D/R =

√
2となってい

るとき, 図 5中のように流れどうしは垂直に交わり, 互いに力は加わりません. これより中心間距離が近い (遠
い)と左 (右)のようになり, 同じ向き (反対向き)に回転するよう力が加わります. 実は, このような幾何学的
制約によってほぼこの値となっているのです.

図 5: D/Rにより振る舞いが変わる

3 自発的対称性の破れと自己駆動粒子の集団運動
ここでは, 自己駆動粒子の集団運動における様々な現象を, 「自発的対称性の破れ」の観点から見てみます.
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3.1 自発的対称性の破れとは
対称性は, 物理学においてとても重要な概念です. たとえば, 「世界は時間並進, 空間並進, 空間回転対称性
を持つはずだ」という要請から, それぞれエネルギー, 運動量, 角運動量の保存則が導かれます. [15, 16, 17]

しかし, 対称性が世界を完全に支配しているわけでありません. 進化の結果, カレイの両目は体の右側に, ヒ
ラメの両目は体の左側に偏っており, 左右の対称性を失っています. 尖った鉛筆を丸机の中心に立てると回転
に対して対称ですが, すぐに倒れて鉛筆の指す特別な方向ができてしまい, 回転対称性は失われます. 液体の水
には上下左右の別はなく連続的な回転対称性を持ちますが, 氷の結晶になると水素結合の向きが特別になり連
続的な回転対称性を失います.

このように自然界には, もともと持っていた対称性が勝手に失われてしまう自発的対称性の破れ*21という現
象が多く存在します. この自発的対称性の破れによって, 様々な興味深い現象が引き起こされることがわかっ
ています.

ここで, 自発的対称性の破れにまつわる 2つの重要な定理をおおまかな形で紹介しておきましょう [11]:

(1) Mermin-Wagnerの定理
短距離相互作用をする 2次元以下の平衡系では, 有限温度で連続対称性を自発的に破った長距離秩序相
は存在しない.

(2) 南部-Goldstone定理
系の連続対称性が自発的に破れると, 質量を持たない南部-Golstone粒子があらわれる.

量子論では粒子を振動に, その質量をその振動に必要なエネルギーに置き換えて考えられるので, ここでは
エネルギーの不要な振動 (南部-Goldstoneモード*22)があらわれると考えます.

南部-Goldstoneモードは身近に潜んでおり, 例えば地震波が挙げられます.

2次元の格子状に結合した粒子を考えましょう (a). このシートは x, y 方向の並進対称性を持ちます. 左か
ら 2番目の列をすこし右/上にずらしてみると, (b)/(c)のように x方向の並進対称性が失われます. このとき,

x方向の縦波 (横波)の発生を予想できます. この縦波は地震波でいう P波 (S波)に対応する南部-Goldstone

モードです.

(a) (b) (c)

図 6: 南部-Goldstoneモードとしての地震波
(a):格子状に並べる (b):右にずらす (c):上にずらす

*21 南部陽一郎博士は, 自発的対称性の破れを素粒子物理学で提唱し, 破れた対称性に応じて波が現れることを指摘, 後のヒッグス粒子
の存在を示唆したことで 2008年にノーベル物理学賞を受賞しました.

*22 系の挙動を複数の振動子の合成としてみることができるとき, それぞれの振動子のことをモードといいます.
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3.2 Vicsekモデルにおける自発的対称性の破れ
さて, Vicsekモデルの無秩序相には特別な向きはなく, 回転対称性を持っています. しかし, 秩序相では粒子
の進行方向がそろうため, 特別な方向ができてしまい回転対称性が失われます. つまり, Vicsekモデルにおい
ても自発的な対称性の破れが見られることがわかります. 2つの定理は, Vicsekモデルにおいてどのように現
れているのでしょうか.

3.2.1 相転移
2次元 Vicsekモデルにおける, 秩序相と無秩序相の間の相転移*23について考えてみましょう.

そもそも「これは秩序的」「これは無秩序的」といったことを感覚で判断しており曖昧だったので, きちん
と “揃い具合” を数字で定義しておきます. ここで用いるのは, N を全粒子数としたとき, 次の式で定義され
る秩序変数です.

φt :=
1

N

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

eiθ
t
j

∣∣∣∣∣∣
この秩序変数は時間によって変動してしまうので, 十分時間がたって落ち着いた定常状態での時間平均 ⟨φt⟩だ
けを見てあげましょう.

ここで気になるのは, 相転移の前後で秩序変数の値に不連続な段差が生じるのか, もしくは連続的に変化
するのか, という点です. η を動かすとどのように ⟨φt⟩ が変化するかをグラフにすると, 系を大きくするに
つれて断崖絶壁が現れるようになることが計算によりわかりました [2]. これは, Vicsekモデルの秩序・無秩
序転移は不連続転移であることを意味します. この転移点では 2相が共存し, Vicsek waveと呼ばれるバンド
が無秩序相の中を通過していく現象がみられます.

さて, 2次元の Vicsekモデルは,

• 短距離相互作用をする
• 2次元以下
• 有限温度*24

を満たします. ですから, もし平衡系だったならば, Mermin-Wagnerの定理より, 長距離秩序相は存在しない
はずです. しかし, 実際には長距離秩序を持つ秩序相が存在していました. このことから, 2次元 Vicsekモデ
ルの相転移は非平衡系であるがゆえのものだとわかります.

3.2.2 巨大な粒子数ゆらぎ
2次元 Vicsekモデルにおいて, ある正方形の視野を決め, 時刻 tにこの中で観測される粒子の数 n(t)を考え
ます. 当然, 正方形が大きいほど n(t)の時間平均 ⟨n⟩とゆらぎ ∆n =

√
⟨(n− ⟨n⟩)2⟩は大きくなります.

∆n と ⟨n⟩ が ∆n ∝ ⟨n⟩α を保って大きくなるとしましょう. 平衡状態や完全に乱雑な系では, 大数の法則
から α = 1/2 となります. ところが, 2 次元 Vicsek モデルの秩序相では α = 4/5 となることがわかってい

*23 巨視的な振る舞いの急激な変化のことで, 統計力学の守備範囲です. 例えば水が凍って氷になるのも相転移です.
*24 温度はここではノイズに対応します. 無限温度は η = 2π のことですね.
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ます [13]. このように, 大数の法則が成り立つ系での通常のゆらぎよりも大きなゆらぎが見られるという現象
を巨大な粒子数ゆらぎといいます.

秩序相では回転対称性が自発的に破れていることから, 南部-Goldstone 定理より, 速度ゆらぎとして南
部-Goldstone モードが現れます. 巨大な粒子数ゆらぎは南部-Goldstone モードによって形成されているの
です.

3.2.3 異常拡散
今度はもっと目を近づけて, “群れ”を構成する個々の粒子のうごきに目を向けてみましょう. 群れをつくっ
ている粒子たちの向きの平均に対して垂直な方向に, 各粒子の時間 tでの移動距離 r⊥(t)を測ります. “群れ”

から進行方向に一列で並んでいた粒子を選んで色を付け, 時間が経ってから観察すると色のついた幅は広がる
だろうと予想がつきますね.

図 7: 一列に並んでいた粒子は拡散していく

実際に, r⊥(t)の平方を同じ群れの粒子すべてについて平均した,

∆r2⊥(t) :=
〈
[r⊥(t)]

2
〉

は時間がたつにつれ大きくなり, ∆r2⊥(t)の時間依存性を ∆r2⊥(t) ∼ tν とおけます. ここまではなにも特別な
ことは言っていません. 実は, Vicsek モデルでの拡散はブラウン運動などの通常拡散とは様子が異なります.

通常拡散の場合は ν = 1ですが, 2次元 Vicsekモデルでは ν = 4/3と大きい異常拡散となるのです [2]. この
異常拡散も南部-Goldstoneモードによって引き起こされています.
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おわりに
この解説 PDF「アクティブマター物理学」ではできるだけ計算を省き, ざっとアクティブマター物理学の雰
囲気をさらえるようにしました. というのは言い訳で, 私の理解が甘いため数式を使った説明ができませんで
した. アクティブマター班の解説 PDF「自由エネルギーから見るアクティブマターの流体モデル」では自由
エネルギーの導入から, Toner-Tuモデルをきちんと導出しています. 是非ご覧ください. 私も読みます.

解説 PDF作成には特に [8]を参考にしました. Toner-Tuモデル自体については [14]が, その独特の振る舞い
については [2]が詳しいと思います. [6]や [11]は第二種相転移と対称性について参考にしました. どちらも通
読はできていない*25ので夏休みに読みます.
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