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1 久保公式

一般的な状況で，平衡系からの摂動を考えてみよう．それには系に外場による小さな擾乱を加えて，その

応答を観測する．本 PDFでは外場との小さな相互作用 (擾乱)Âe−i(ω+iδ)t が Hamiltonianに加わったとき

の物理量 Ĵ の期待値を導出する．*1

1.1 準備：物理量の期待値をトレースの形で表す

時刻 tにおける状態空間上の完全系 |α; t⟩ , . . . に対し，密度行列演算子を

ρ(t) =
∑
α

ρα |α; t⟩ ⟨α; t| (1.1.1)

で定義する．|α; t⟩ ⟨α; t|は状態空間における |α; t⟩方向の射影演算子であり，∑
α

ρα = 1, 0 ≤ ρα ≤ 1 for all α (1.1.2)

を満たすものとする．すると ⟨
Â
⟩
=
∑
α

ρ(t) ⟨α| Â |α⟩

= Tr
[
|α⟩ ρ(t) ⟨α| Â

]
= Tr

[
ρ(t)Â

]

となる．特に，密度行列演算子 ρ(t)が平衡状態での ρ0 とそこからのずれ δρ(t)を用いて ρ(t) = ρ0 + δρ(t)

と書かれる状況*2を考えると， ⟨
Â
⟩
= Tr

[
{ρ0 + δρ(t)}Â

]
= Tr

[
ρ0Â

]
+Tr

[
δρ(t)Â

]
=
⟨
Â
⟩
0
+Tr

[
δρ(t)Â

]
(1.1.3)

となる．
⟨
Â
⟩
0
:= Tr

[
ρ0Â

]
は平衡状態における物理量 Âの期待値を表す．例えば Âとして電流 ĵx を採用

すると，平衡状態では電流は生じていないことから
⟨
ĵx

⟩
0
= 0となる．従って，摂動による密度行列演算

子の変化分 δρ(t)を用いて電流の期待値は ⟨
ĵx

⟩
= Tr

[
δρ(t)ĵx

]
と表されることになる．

*1 本資料では話題を絞っている．詳細については [2][3]を参照されたい．
*2 摂動を加えた状況である．
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1.2 久保公式の導出：摂動による密度演算子の変化分

まず，時刻 tにおける密度演算子を時間偏微分して

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= iℏ

∂

∂t

(∑
α

|α; t⟩ ρα ⟨α; t|

)

=
∑
α

(
iℏ

∂ |α; t⟩
∂t

ρα ⟨α; t|+ |α; t⟩ ραiℏ
∂ ⟨α; t|
∂t

)
=
∑
α

(
Ĥ |α; t⟩ ρα ⟨α; t| − |α; t⟩ ρα ⟨α; t| Ĥ

)
= −

[
ρ(t), Ĥ

]
(1.2.1)

を得る．今，平衡状態のHamiltonianを Ĥ0と書く．この固有関数で展開した ρ0が Ĥ0と可換であるので，[
ρ0, Ĥ0

]
= 0 (1.2.2)

となる．

外場から摂動を受ける前の密度行列演算子が平衡状態の密度行列演算子 ρ0 に等しい，すなわち

ρ(−∞) = ρ0 (1.2.3)

とする．外場からの摂動は t = −∞に受け始めたとする．時刻 tに摂動で Hamiltonianが

Ĥ0 → Ĥ = Ĥ0 + Ĥ′(t),

密度行列演算子が
ρ0 → ρ(t) = ρ0 + δρ(t)

と変化すると考える．(摂動を考えるので Ĥ′, δρ(t) はそれぞれ Ĥ0, ρ0 に対して微小な量であるとする．)

以上のもとでは (1.2.1)は

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= −

[
ρ0 + δρ(t), Ĥ0 + Ĥ′(t)

]
= −

[
ρ0, Ĥ′(t)

]
−
[
δρ(t), Ĥ

]
(
∵ −

[
δρ(t), Ĥ′(t)

]
は 2次の微小量であることと，(1.2.2)による．

)
(1.2.4)

少し唐突だが，ここで δρ(t) = Û−1(t)g(t)Û(t)
(
但し, Û(t) = exp

[
iĤ0t/ℏ

])
と定義すると，(1.2.4)の

左辺は

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= Ĥ0Û−1(t)g(t)Û(t) + iℏÛ−1(t)

∂g(t)

∂t
Û(t)− Û−1(t)g(t)Û(t)Ĥ0

= iℏÛ−1(t)
∂g(t)

∂t
Û(t)−

[
δρ(t), Ĥ0

]
(1.2.5)

となる．(1.2.4)，(1.2.5)から
∂g(t)

∂t
= − i

ℏ
Û(t)

[
Ĥ′(t), ρ0

]
Û−1(t) (1.2.6)

が得られ，ここから g(t)が形式的に

g(t) = − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′Û(t′)

[
Ĥ′(t′), ρ0

]
Û−1(t′) (1.2.7)
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と書けるので，密度行列演算子の摂動は結局

δρ(t) = Û−1(t)g(t)Û(t)

= − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′Û(t′ − t)

[
Ĥ′(t′), ρ0

]
Û−1(t′ − t) (1.2.8)

と書けることになる．これは久保公式と呼ばれる．*3

1.3 久保公式の適用：摂動で誘起される物理量の期待値

前節では一般の摂動を形式的に Ĥ′(t)とした場合の密度行列演算子の摂動（=線形応答）として久保公式

を得た．本節では Ĥ′(t)を具体的な表式で与えた場合を得る．さらに 1.1節の結果を併せることで，一般の

摂動に対する物理量 Ĵ の期待値の表式が得られることを見る．[
Ĥ′(t′), ρ0

]
を具体的に計算していくことにする．一般には，摂動による Hamiltonianの変化分は

Ĥ′(t) = Âei(q·r−ωt)eδt (δは正の無限小の量) (1.3.1)

を考えれば十分である．ここで Âは摂動で，例えば外部から H0 に比べて小さい電場 E を印加したときの

仕事 −e
∑
i

ri ·E が挙げられる．eδt は t → −∞のときに摂動が存在しないという初期条件を満たすため

の因子である．ei(q·r−ωt) は空間変化と振動数 ω での時間変化による位相のずれを表す因子であるが，こ

こでは簡単のために原点を r = 0となるように取り直して e−iωt で考えることにする．そうして以下では

(1.3.1)の代わりに

Ĥ′(t) = Âe−iωteδt (δは正の無限小の量) (1.3.2)

を一般の摂動としてみていくことにする．この下で (1.2.8)は

δρ(t) = − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′Û(t′ − t)

[
Âe−iωteδt, ρ0

]
Û−1(t′ − t)

= − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′e−iωteδtÛ(t′ − t)

[
Â, ρ0

]
Û−1(t′ − t)

(∵ e−iωteδtは演算子ではないため，ρ0 や Ĥ ひいては Û(t)と可換になる．)
(1.3.3)

と書ける．これと 1.1節の (1.1.3)から，物理量 Ĵ の期待値は⟨
Ĵ
⟩
=
⟨
Ĵ
⟩
0
+Tr

[
δρĴ

]
=
⟨
Ĵ
⟩
0
− i

ℏ

∫ t

−∞
dt′e−iωt′eδt

′
Tr
{
Û(t′ − t)

[
Â, ρ0

]
Û−1(t′ − t)Ĵ

}
(1.3.4)

と書かれる．この Trの部分を Tr{ρ0⃝}という形に直すと

⟨
Ĵ
⟩
=
⟨
Ĵ
⟩
0
− i

ℏ

∫ 0

−∞
dt′′e−iω(t+t′)eδ(t+t′)

∫ βℏ

0

dτ Tr

{
ρ0

∂Â(t′′)

∂t′′
Ĵ(iτ)

}
(1.3.5)

と書かれる．ここで，

Â(t) := Û(t)ÂÛ−1(t) = exp
(
iĤ0t/ℏ

)
Â exp

(
−iĤ0t/ℏ

)
*3 ここでは (1.2.8)が「久保公式」と呼ばれると導入した．他には (1.2.8)を適用して得られた結果も久保公式と呼ばれることが
ある．そのため，単に「久保公式」と言われただけではどの表式なのかは特定できず，前後の文脈に依る必要がある．
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とおいた．式変形は付録に回した．本質的でないので読まなくても問題ない．(1.3.5)が一般の摂動で誘起

される物理量の期待値である．

2 付録

(1.3.4)から (1.3.5)への行間

まず [
Â(t), ρ0

]
= −iρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂Â(t− iτ)

∂t
(2.0.1)

を示す．右辺を変形していく．

− iρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂Â(t− iτ)

∂t

= −iρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂Â(t− iτ)

∂(−iτ)

= ρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂Â(t− iτ)

∂τ

= ρ0

{
Â(t− iβℏ)− Â(t)

}
= ρ0

{
eiĤ0(−iβℏ)/ℏÂ(t)e−iĤ0(−iβℏ)/ℏ − Â(t)

}
= ρ0

{
eβĤ0Â(t)e−βĤ0 − Â(t)

}
(2.0.2)

ここで，初期時刻を t = −∞にとった熱平衡状態での分布をカノニカル分布とすれば

ρ0 =
∑
α

ρα |α; t = −∞⟩ ⟨α; t = −∞|

において

ρα =
e−βEα∑
i e

−βEi

となる． (∑
α

e−βEα |α;−∞⟩ ⟨α;−∞|

)
|α′;−∞⟩

= e−βEα′ |α′;−∞⟩

= e−βĤ0 |α′;−∞⟩

であることを用いれば，

ρ0 =
∑
α

ρα |α;−∞⟩ ⟨α;−∞|

=

∑
α e−βEα |α;−∞⟩ ⟨α;−∞|∑

i e
−βEi

=
e−βĤ0∑
i e

−βEi
(2.0.3)
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を得る．よって，(2.0.2)，(2.0.3)より

−iρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂Â(t− iτ)

∂t
= ρ0

{
eβĤ0Â(t)e−βĤ0 − Â(t)

}
=

e−βĤ0∑
i e

−βEi
eβĤ0Â(t)e−βĤ0 − ρ0Â(t)

= Â(t)
e−βĤ0∑
i e

−βEi
− ρ0Â(t)(

∵ 1/
∑
i

e−βEiは定数ゆえ演算子と可換になる．

)
= Â(t)ρ0 − ρ0Â(t)

=
[
Â(t), ρ0

]
(2.0.4)

を得るので，(2.0.1)が示されたことになる．

これにより，

Tr
{
Û(t′ − t)

[
Â, ρ0

]
Û−1(t′ − t)Ĵ

}
= Tr

{[
Â(t′ − t), ρ0

]
Ĵ
}

(
∵ (2.0.3)より，ρ0 は Û(t) = exp

(
iĤ0t/ℏ

)
と可換になる．

)
= −iTr

{
ρ0

∫ βℏ

0

dτ
∂

∂(t′ − t)

(
Â(t′ − t− iτ)

)
Ĵ

}
(∵ (2.0.1))

= −i

∫ βℏ

0

dτ Tr

{
ρ0

∂Â(t′ − t− iτ)

∂(t′ − t)
Ĵ

}
(2.0.5)

を得る．以上の式変形を経てから

(1.3.4)の第二項

= − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′e−iωt′eδt

′
Tr
{
Û(t′ − t)

[
Â, ρ0

]
Û−1(t′ − t)Ĵ

}
= −1

ℏ

∫ t

−∞
dt′e−iωt′eδt

′
∫ βℏ

0

dτ Tr

{
ρ0

∂Â(t′ − t− iτ)

∂(t′ − t)
Ĵ

}

= −1

ℏ

∫ 0

−∞
dt′′e−iω(t′′+t)eδ(t

′′+t)
∫ βℏ

0

dτ Tr

{
ρ0

∂Â(t′′ − iτ)

∂t′′
Ĵ

}

= −1

ℏ

∫ 0

−∞
dt′′e−iω(t′′+t)eδ(t

′′+t)
∫ βℏ

0

dτ Tr

{
ρ0Û−1(−iτ)

∂Â(t′′)

∂t′′
Û(−iτ)Ĵ

}
= (1.3.5)の第二項 (∵ ρ0 と Û(−iτ)は可換． )

を得る．
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