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はじめに
この PDF の主な目的は，バルクエッジ対応の説明である．固体物理の初歩的な事柄 (Bloch の定理，

Berry位相，第二量子化，tight-binding modelなど)を知っている方に向けた内容になっている．PDFに
は図を多めに入れたので，パラパラと眺めるだけでも楽しいと思う．是非後ろの方まで眺めていただけると
嬉しい．
ここで，構成について簡単に説明しておく．
まず初めに磁場中の 2次元自由電子系について説明した．バルクエッジ対応を理解する上で重要となる，
スペクトルフローという概念を導入することが一番の目的である．スペクトルフローを使って，系にディス
オーダーがあっても Landau準位一つあたりの伝導度が量子化することを説明した．自由電子系に関する
議論の最後に，伝導度が磁場を少し変えても量子化した値を取り続けるためには，系にディスオーダーがあ
ることが必要であることを説明した．
次に，バルクエッジ対応について説明した．バルク系で計算される伝導度と，エッジをつけた系で計算さ
れる伝導度が一致するべきであるという点を原理にして議論を進めた．また，実験で伝導度を測定をする際
の系の配置についても説明し，バルクエッジ対応のおかげで，実験で測定される伝導度とバルクで計算され
る伝導度が一致することを説明した．
バルクエッジ対応は物理的に考えれば非常に自然な対応であるとして数学的な証明は与えなかったが，代
わりに簡単なモデルで計算をした結果を示すことにした．一部冗長になってしまった部分に関しては，付録
に回し，重要な結果だけを本文に示すことにした．
最後に，境界のある系の議論に慣れたところで，再び磁場中の 2次元自由電子系の問題を考えた．ここ
では，ある適当な極限のもとで磁場中の 2次元自由電子系に一致すると考えられる tight-binding modelを
考え，Landau準位の伝導度やエッジモードが，バルクエッジ対応で出てくるようなものと対応しているだ
ろうという議論をした．
この解説 PDFを書くに当たって，多くの文献を参考にした．ただし，文献を（端折って）丸写しするの
ではなく，理論を自分なりに再構成し，私なりの理解を詳しく伝えることを心がけた．勿論文責は私増木に
ある．この記事が，バルクエッジ対応の理解の一助となれば嬉しい限りである．
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当初は，学部 2年生レベルの量子力学を知っていれば読めるような PDFにしようとしたが，あまりに説
明すべき事柄が多すぎて断念した．固体物理のごく入門的な教科書に書いてあるような内容に関しては（定
義は明記しても）本文中で詳しく説明することはしなかった．なお，前提知識を全てカバーしているわけで
はないが，いくつかの基本的な事柄の説明を付録として載せたので参考にすると良いかもしれない．Bloch

の定理，Berry位相の説明はそれぞれ，3年生の渡邉君と井ノ上君が書いてくれた．
基本的にこの記事の執筆は増木が担当した．ただし，2.1節は渡邉君が担当してくれた．また，僕と二人
でゼミをして議論に付き合ってくれた班長の安藤君に感謝したい．

文責 : 増木貫太

0 ノーテーションのまとめ
CGS単位系を使った*1．

0.1 よく使う定数

e > 0 (電気素量) (0.1.1)

lB =

√
ℏc
eB

(磁気長) (0.1.2)

ωC =
eB

mc
(サイクロトロン振動数) (0.1.3)

ϕ0 =
hc

e
(磁束量子) (0.1.4)

0.2 電気伝導率テンソル
電気伝導率テンソル σ は，

j = σE (0.2.1)

となるように定義する．ただしここで，j は電流密度，E は電場を表す．また，電気抵抗率テンソルは

ρ = σ−1 (0.2.2)

で定義され，

E = ρj (0.2.3)

が成り立つ．

*1 単位系に強い思想があるわけではなく，皆が使ってるからという理由である．何も考えずに windowsパソコンを買うときの心
理に近い．
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0.3 電磁場のゲージ変換
ベクトルポテンシャル，スカラーポテンシャルは次を満たすように定義される．

E = −∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
, (0.3.1)

B = ∇×A. (0.3.2)

電荷 −eの荷電粒子の電磁場中の Hamiltonianは，

Ĥ =
1

2m

(
p̂+

e

c
A
)2

− eϕ (0.3.3)

で与えられる．
電磁ポテンシャルのゲージ変換は，スカラー関数 Λ(r, t)によって，次で与えられる．

ϕ→ ϕ− 1

c

∂Λ

∂t
, (0.3.4)

A → A+∇Λ. (0.3.5)

荷電粒子のハミルトニアンは，このゲージ変換に応じて次のように変換される．

Û := exp

(
− ie

ℏc
Λ(r, t)

)
(0.3.6)

Ĥ → Ĥ ′ = ÛĤÛ−1 +
e

c

∂Λ

∂t
. (0.3.7)

このとき，状態ケットが

|ψ⟩ → |ψ′⟩ = U |ψ⟩ (0.3.8)

のように変化すると，Schrödinger方程式は不変になる．つまり，

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩ ⇐⇒ iℏ

∂

∂t
|ψ′⟩ = Ĥ ′|ψ′⟩ (0.3.9)

が成り立つ．

0.4 Berry接続，Berry曲率
2次元 Brillouin Zone上に n番目のバンドの Bloch状態 |ψn,k⟩ = eikr̂|un,k⟩を取っているとき，Berry

接続は，

An(k) := i⟨un,k|d|un,k⟩ (0.4.1)

≡ i

(
⟨un,k|

∂

∂k1
|un,k⟩ dk1 + ⟨un,k|

∂

∂k2
|un,k⟩ dk2

)
(0.4.2)

もしくは

An(k) := i⟨un,k|∇k|un,k⟩ (0.4.3)

で定義される．Berry曲率は，

Bn(k) := dAn(k) (0.4.4)

≡ i
(
⟨∂k1un,k|∂k2un,k⟩ − ⟨∂k1un,k|∂k2un,k⟩

)
dk1 ∧ dk2 (0.4.5)

(0.4.6)
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もしくは

Bn(k) := ∇k ×An(k) (0.4.7)

で定義される．

0.5 Bloch状態の規格化条件
特に断りがない限り，規格化条件は，Bloch状態同士の内積が

⟨ψn,k|ψm,k⟩ ≡
∫
unit cell

ψn,k(r) ∗ ψm,k(r)dr (0.5.1)

= δn,m (0.5.2)

⟨un,k|um,k⟩ ≡
∫
unit cell

un,k(r) ∗ um,k(r)dr (0.5.3)

= δn,m (0.5.4)

となるように定めている．より詳しい計算例などが知りたい方は付録 Bを参考にすると良いかもしれない．

1 磁場中の自由電子系における整数量子Hall効果
まずはじめに簡単に実験事実を説明する．系のモデルとして自由電子系を考え，磁場中に置かれた二次元
の自由電子系の伝導度について議論する．この節では周期境界条件をつけたバルク系を考える．並進対称
性のある方向に周期境界条件をつけたときに役立つスペクトルフローという概念について説明する．この
概念は後にバルクエッジ対応を理解する助けとなる．また，伝導度にプラトーが出るために系にディスオー
ダーがあることが必要となることを説明する．

1.1 実験事実
整数量子ホール効果は，低温（理想的には絶対零度）の 2次元電子系に対して垂直に磁場をかけると，二
次元電子系の伝導度が e2/hを単位に量子化するという現象である．ドイツの物理学者 Klaus von Klitzing

によって，1980年に初めて実験的に検証された [1]．Klitzingは，SiとMOSFETという二つの半導体の
界面を利用して二次元電子系を作り出し，系を絶対温度 1.5 K，磁束密度 15 Tという低温強磁場領域に置
くことで，量子ホール系を作り出した．Klitzingは整数量子ホール効果の発見によってノーベル賞を受賞
している．
整数量子ホール系の伝導度 σxy は，磁束密度 B を変化させると図 1のような変化を見せる．ここで重要
なのは以下の二点である．
(i) B = ρϕ0/n，(ρは 2次元電子系の電子密度，ϕ0は磁束量子，nはある整数)になるときに，σyx = ne2/h

となる．
(ii) B を ρϕ0/nのまわりにある程度変化させても，σxy の値が変わらない．
なお，磁場を変化させても伝導度が変わらない領域（グラフが平らになっている領域）をプラトーとい
う．(i)に関しては，自由電子的なモデルを考えることによって説明される．(ii) については，ディスオー
ダー（不純物）の効果を考えることで説明できる．以下で詳しく説明を行う．
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図 1 磁場とホール抵抗の関係．実験により直接測定されるのは抵抗であることを意識して，伝導度 σyx

ではなくホール抵抗 ρxy を縦軸にとったグラフを描いた．

1.2 系のHamiltonian

xy 面内にある二次元自由電子系に対して，垂直方向 (+z 方向)に磁場をかける．ベクトルポテンシャル
A(r)を，∇×A(r) = Bez となるようにとるとき，電荷 −eの電子の Hamiltonianは，

Ĥ =
1

2m

(
p̂+

e

c
A(r)

)2
(1.2.1)

で与えられる．まずは具体的にゲージを指定して時間に依存しない Schrödinger方程式を解く．

1.2.1 Landauゲージにおける解
Landauゲージ A(r) = (−By, 0, 0)をとる．このとき，[Ĥ, p̂x] = 0なので，px = ℏkx が良い量子数に
なる．このとき解くべき Schrödinger方程式は，

1

2m

((
ℏkx −

eBy

c

)2

+ p̂2y

)
ψ(x, y) = Eψ(x, y) (1.2.2)

である．これは y = cℏkx
eB を中心とする，角振動数 ωc ≡ eB

mc の調和振動子の Hamiltonian に対する
Schrödinger方程式なので，よく知られている形である．固有状態についてまとめておくと，

• kx, nで状態 ψkx,n が指定される．(n = 0, 1, 2, · · ·．)

• エネルギー固有値は En,kx =
(
n+ 1

2

)
ℏωc.

• エネルギー固有関数は

ψkx,n(x, y) =
1

(π22n(n!)2)1/4
eikx exp

(
−1

2

(
y

lB
− lBkx

))
Hn

(
y

lB
− lBkx

)
(1.2.3)

となる．ただし，Hn は n次のエルミート多項式である．

となる．なお，固有関数は，x方向に広がっていて y 方向には局在している．
同じ nでラベルされる状態は全て縮退している．この縮退した準位を n番目の Landau準位という．x
方向にさ Lx の周期境界条件をつけると，eikxLx = 1が要求されるので kx ∈ 2π

Lx
Zが要求される．上でとっ
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た波動関数では，kx が ∆kx だけずれたときに，固有関数は y 方向に cℏ∆kx
eB だけ平行移動するから，単位

面積当たりの縮退度は
1

Lx

eB

cℏ∆kx
=

1

Lx

eBLx
cℏ2π

=
B

ϕ0
(1.2.4)

となる．

1.3 磁場中の自由電子の伝導度
電場をかけたときの応答を知りたいので，電場をかけたときの Hamiltonianを考える．電場は十分に小
さいとする．
まずは空間に周期境界条件を課さずに，（安心してゲージ変換ができるような）無限に広がった系を考え
よう．
電磁ポテンシャルが (ϕ0,A0) のときの Hamiltonian を Ĥ0 とする．この系の固有値問題は解けてい
るとする．この系に一様な電場 E をかけて，電磁ポテンシャルが (ϕ = ϕ0,A = A0 − cEt) のときの
Hamiltonianを Ĥ(t)とする．このゲージは (ϕ0 −E · r,A0)を Λ(r, t) = −ctE · rでゲージ変換したもの
になっている．従って量子力学におけるゲージ対称性から，Û = e−

ie
ℏcΛ として，

Ĥ(t) = Û(Ĥ0 + eE · r)Û−1 +
e

c

∂Λ

∂t
(1.3.1)

= ÛĤ0Û
−1 (1.3.2)

となる．従って電場をかけたときの Hamiltonian Ĥ(t)とかける前の Hamiltonian Ĥ0 がユニタリ変換で
結びつくから，Ĥ(t)の固有値問題は完全に解けたことになる．
ただし，ここまでの議論は系に周期性を課していなかったために Û(t) = exp

(
− ie

ℏcΛ(t)
)
= exp

(
iet
ℏ E · r

)
が任意の時刻で空間上の一価関数になり，H0 の固有状態と Ĥ の固有状態が Û(t)でそのまま結びついたこ
とが重要である．系に周期境界条件があるような場合には，Û(t)が任意の時刻で一価になるとは限らず慎
重な議論が必要になる．
具体例があったほうが話が進めやすいので，自由電子系を考える．x 方向に長さ L の周期境界条件
をつけて，y 方向には無限に広がったような形の系を考える．x 方向に電場をかける．Landau ゲージ
A = (−By, 0, 0)をとる．

Ĥ0 =
1

2m

(
(p̂x −

e

c
By)2 + p̂2y

)
(1.3.3)

Ĥ(t) =
1

2m

(
(p̂x −

e

c
By − eEt)2 + p̂2y

)
(1.3.4)

となる．任意の時刻で，[Ĥ(t), p̂x] = 0なので，Hamiltonianは波数 kx の空間ごとにブロック対角化され
ていて，これらの状態が時間発展により混ざることはない．つまり最初に波数 kx だった状態 (ただし x方
向の周期性により kx ∈ 2π

L Z)は時間が経っても波数 kx のままである．
Hamiltonianが

1

2m

(
(ℏk − e

c
By)2 + p2y

)
(1.3.5)

であるときの y 方向の固有関数がHn

(
y − cℏk

eB

)であったことと合わせると，時刻 tで波数が kx の状態は，

ψkx(r, t) = eikxx
∑
n

cnHn

(
y −

(
cℏkx
eB

− cE

B
t

))
(1.3.6)
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という形になっていなければならない．なお，波数 kx の部分空間に限れば状態の縮退は起きていないか
ら，断熱定理により，n番目の Landau準位にいた状態が時間発展する場合は cm = 0 (m ̸= n)が分かる．
これで時刻 tの波動関数が（全体の位相を除いて）決定できた．
以上の議論をゲージ変換を中心にして（少し定性的に）見てみる．x 方向に周期 Lx の周期境界条件を
課さなかった場合，kx がとる値は 2π

Lx
Z から R になる．さらにゲージ変換に伴う Û = exp

(
− ie

ℏcΛ
)
=

exp
(
iet
ℏ Ex

)が任意の時刻で well-definedになる．従って無限に広がる系を考えた場合，この Û による変
換を考えることにより，時刻 tにおける全ての固有関数は

exp

(
i

(
kx +

eEt

ℏ

)
x

)
Hn

(
y − cℏkx

eB

)
(1.3.7)

の重ね合わせになることが分かる．x方向に長さ Lx の周期境界条件状態をつけた系では，この中で周期境
界条件を満たすものがが許される状態となる．従って，最初に波数 kx であった状態が周期境界条件を満た
し続けるには，1.3.7の波数 kx が，kx(t) = kx − eEt

ℏ のように変化していく必要がある．したがって最初
の議論と同じ結論が得られた．
t = h

eELx
=: t0 では Û(t0)が空間の一価関数になる．従って，t = 0で波数が kx であった状態を Û(t0)

でゲージ変換した状態は時刻 t0 の Hamiltonian Ĥ(t0)の固有状態になっている．しかし，時間発展によっ
て移った先はこの状態ではないことを強調しておく．この状態の y 方向の局在中心は cℏkx

eB であり，実際に
時間発展で移った状態の中心は cℏkx

eB − cℏ
eB

2π
Lx

= cℏ(kx−∆kx)
eB だから，一つ分となりの状態（を U でゲージ

変換した状態）に時間発展で移っている．
以上の議論により，ky がどのように変わっていくか分かったから，y 方向の局在中心がどのように動い
ていくかが分かる．少し計算をすると．y 方向の局在中心は速度 vy = − cE

B で動くことが確かめられる．
従って，一つの Landau準位あたりの電流密度は

jy =
B

ϕ0
×−e(−cE/B) (1.3.8)

=
e2

h
E (1.3.9)

となる．従って 1つの Landau準位の伝導度は，

σ =

(
0 − e2

h
e2

h 0

)
(1.3.10)

となる．
二つ目の議論（ゲージ変換を中心にした議論）を抽象化してポイントを整理しておく．これは系にディス
オーダーがある場合にも，Landau準位一つ当たりの伝導度が量子化されることを理解するのに役立つ．ポ
イントは以下の二点である．
(i)周期境界条件をつけている系では Û(t)が任意の時刻で一価にならないので，t = 0の解を Û(t)でゲー
ジ変換したものは，t = 0の解が x = 0から x = Lまで広がっている場合には許される状態にはなってい
ない．（一方で局在した状態に対しては，波動関数が有限の値を持っている領域に限れば Û(t)が一価にな
るので，Û(t)でゲージ変換した状態は許される状態である．)

(ii) 一旦周期境界条件を外して全ての解を考える．全ての解は時刻 t = 0の解を Û(t)でゲージ変換するこ
とで得られる．そのうち周期境界条件を満たすものが許される状態である選ぶ．t = 0で許されていた状態
をゲージ変換して得られる解は，一般の時刻 t = tでは許されない状態になる．これが原因で，x方向に広
がった状態については，時間発展させた状態とゲージ変換させた状態は異なることになる．
(iii) tが t0 ≡ 2πℏ

eEL の整数倍のときには Û(t0)はトーラス上で well-definedになる．従って t = t0 におけ
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る全ての状態は t = 0のときの解を Û(t0)でゲージ変換して得られるものになっている．そして，(ii)の結
果，t = 0で kx だった状態を時間発展させたものは，kx の状態を Û(t0)でゲージ変換させた状態は一つ隣
にずれたものになっている．
要するに，x方向に周期境界条件をつけて考えると，時間発展の途中で波動関数が一価関数であり続ける
という制約のために，x方向に広がった状態は，次の x方向に広がった状態まで（y 方向に）ずれたという
ことである．これはかなり一般的な議論である．なお，一般には何個ずれるかは分からないが，Û(t)が一
価になる時刻では，固有関数は Û(t)（各点で位相因子をかける変換）の分しか変わらないので，位置が状
態整数個分だけずれたということは分かる．

1.4 磁場中のディスオーダーがある系の伝導度
前節では，Landau準位一つあたりの伝導度 (σxy)が − e2

h であることを計算した．Landau準位が ν 個
満たされていれば σxy = e2

h ν となり，伝導度は量子化するように思える．しかしこの議論をもって，伝導
度が量子化するというのは不完全である．Landau準位の占有数 ν がどのように決まっていたかを振り返っ
てみるとその理由がわかる．Landau準位の単位面積当たりの縮退数は B/ϕ0 であったから，粒子密度を n

として，占有数は ν = nϕ0/B で与えられるのだった．従って，伝導度は σxy = −ν e
2

h = − e2

h
nϕ0

B = − ceE
B

となる．つまり，伝導度は磁場の連続関数となってしまうし，これはそもそも古典的な結果と同じである．
これでは磁場をある程度変化させても伝導度が全く変わらないというプラトーの出現を説明することは全
くできていない．
系にディスオーダーが入ると，系のポテンシャルは図 2のように凸凹があるものになる．セミクラシカ
ルな描像で考えると，ディスオーダーのある系に磁場がかかっているときの電子の運動の軌道は等ポテン
シャル線を運動するから（図 2），ほとんどの電子軌道は局在する．上に凸なポテンシャルにトラップされ
た電子軌道，下に凸なポテンシャルにトラップされた電子軌道のエネルギーは Landau準位のエネルギー
ℏωc

(
n+ 1

2

)から少しずれる．そして，x方向に広がった軌道は少数になる．この軌道のエネルギーは大体
ℏωc

(
n+ 1

2

)である．これらの定性的な理解が量子力学的に考えても実際に成り立っていると思うと，図 3

のようなエネルギー準位になる．

図 2 系にディスオーダーポテンシャルが入った場合のセミクラシカルな軌道．ほとんどの軌道はディ
スオーダーによる凸凹なポテンシャルにトラップされて局在する．x方向に広がった軌道は少数となる．
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図 3 系にディスオーダーポテンシャルが入った場合に Landau準位が少し変化する．非局在な状態の
エネルギーは ℏωC(n+ 1/2)付近にあり，そのまわりに局在した状態が分布する．

前に自由電子の場合に議論したときと同じように，x方向には周期境界条件をつけて，y 方向には広がっ
た系を考える．電場を x方向にかける．
自由電子の場合のスペクトルフローの議論と同様にして，t = h

eELx
で次のことが成り立つことが分かる．

(i)x 方向に広がっていない状態は，その波動関数が 0 にならない領域に限れば U は任意の時刻で well-

definedになるため，スペクトルフローは起きない．つまり状態は移動していない．移動していない局在し
た状態なので，これらの状態は伝導度に寄与していない．
(ii) 一方で，x 方向に広がった状態は，U が途中の時刻で一価関数にならないため．スペクトルフローし
て，いくつか隣の x方向に広がった状態に（局在した状態を飛び越えて）移動する．これらの状態が伝導
度に寄与する．
これにより，y = const.の面を通過する電子の個数は，時間 ∆t = h

eELx
の間に整数個 (m個)となるか

ら，伝導度は，

σyx =
y 方向の電流密度

Ex
(1.4.1)

=
y 方向の電流/Lx

Ex
(1.4.2)

=
−em/∆t
LxEx

(1.4.3)

= −me2

h
(1.4.4)

となり，確かに Landau準位一つ当たりの伝導度は e2

h を単位に量子化したままであることがわかる．ディ
スオーダー（のポテンシャルの大きさ）が Landau準位間のエネルギーギャップに比べて小さい場合には，
Landau準位一つ当たりの伝導度（これはいつでも量子化されている）は自由電子のそれと同じになると考
えられるので，m = 1になっていると結論づけられる．
以上の議論は，難しい解析を何も使っていないことに注意されたい．この議論は Laughlinによって提案
された非常に簡潔で強力な議論である．
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さて，ここで本題であった伝導度のプラトーの出現の問題に戻ろう．磁場を変化させていくと，Landau

準位がどこまで埋まっているか（上の記法で言えば占有数 µ．）が変化していく（図 4)．しかし，ほとんど
の状態は伝導度に寄与しないので，Landau 準位の占有数が変化しても伝導度は基本的に変化しない．唯
一の例外は，Fermiエネルギーが，ℏωC(n+ 1/2)付近にある伝導度に寄与する状態を跨ぐ時である．この
ときに伝導度が変化する．より詳しく言えば，nϕ0/B が ν − 0から ν + 0に変化するときだけ，伝導度が
(− h

e2 (ν − 1)から − h
e2 ν に)変化する．（ただし ν ∈ Z．）それ以外の磁場領域では伝導度が変化しない．こ

れによりプラトーの出現が説明できる．

図 4 EF が非局在な状態のエネルギー (∼ ℏωC(ν + 1/2)) を飛び越えない限り伝導度は変化しない．
飛び越えると伝導度が −e2/hだけ変化する．

以上の説明は，全てバルクで考えた（境界がないような系で考えた）説明だった．確かに，伝導度のよう
なマクロな物理量は細かい境界条件によらずに求められるはずだから，今までの議論で十分といえば十分
である．しかし，実際に伝導度の測定を行う試料には境界があるために，今まで考えてきた系とは形状に差
がある．実は境界がある場合を真面目に考えると，様々な非自明な性質が明らかになる．境界がある場合の
議論は重箱の隅をつつくようなものではなく，本質的に重要な議論であることがわかる．境界をつけた系の
議論は，今まで議論してきた系だけでなく，これから議論する異常量子 Hall系でも共通したものになるの
で，後ろに回すことにする．

2 TKNN公式
この章では，まず初めに、磁場をかけていない 2次元結晶のバルク系の伝導度が占有バンドの Chern数
に関係づけられることを、摂動論を用いて説明する．次に，その議論を，z 方向に磁場をかけた 2次元結晶
に拡張する．

2.1 摂動論を用いた TKNN公式の導出
相互作用も外部磁場もない電子系に，摂動を加えた状況を見ていくことにする．系は結晶構造をなしてい
るとして考える．すなわち，系は格子ベクトル分の並進対称性があるものと仮定する．この仮定により，無
摂動 Hamiltonianの固有状態として Bloch状態が取れる*2．以上の状況下で系に摂動を加え，状態ケット
の摂動展開を用いてまず簡単な表示の久保公式を導出する．次に得られた式をもとに TKNN公式*3を導出
する．TKNN公式は Hall伝導率が Chern数と呼ばれるトポロジカル数で特徴付けられることを表す式で

*2 外部磁場があると，たとえ外部磁場が一様であっても系の並進対称性が崩れてしまうので，Bloch 状態をとるためには磁場が
ないという仮定が本質的に重要である．Bloch 状態を取るために並進対称性が必要であることは，例えば C にある Bloch の
定理の証明を見ればわかると思う．

*3 Thouless-Kohmoto-Nightin-gale-Nijs
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ある．
まず，相互作用も外部磁場もない 2次元系の Hamiltonianは 1電子の Hamiltonian

Ĥ (px, py) =
1

2m

(
p2x + p2y

)
+ V (r) (2.1.1)

で表せる．但し，V (r)は格子ベクトルRn 分の並進で元に戻るとする．すなわち，V (r) = V (r+Rn)が
成立するものとする．この系に対して一様電場E = (0，E)を印加し，x方向に生じる電流密度 ⟨jx⟩E を計
算する．そのために印加した電場によって Hamiltonianに加わる項 V = eEy を摂動とみなす．
摂動展開の結果から，電場の 1次までの近似でエネルギー固有状態は

|n⟩E = |n⟩︸︷︷︸
電場が 0 のときのエネルギー固有状態

+
∑
m( ̸=n)

⟨m |eEy|n⟩
En − Em

|m⟩+ . . . (2.1.2)

(En：電場が 0のときのエネルギー固有状態 |m⟩のエネルギー固有値)

と求まる．ここで |n⟩は無摂動 Hamiltonianの固有エネルギー En の固有状態である．
一電子近似で考えているのだから，エネルギー準位 E に対する電子の数の分布は f(E)*4に従う．よって，
電流密度は

⟨jx⟩E =
1

L2︸︷︷︸
系の面積

∑
n

f (En) ⟨n|E jx |n⟩E (2.1.3)

=
1

L2

∑
n

f (En)

⟨n|+
∑
m(̸=n)

⟨n |eEy|n⟩
En − Em

⟨m|+O(E2)

 jx

|n⟩+
∑
m(̸=n)

⟨m |eEy|n⟩
En − Em

|m⟩+O(E2)


=

1

L2

∑
n

f (En)

⟨n |jx|n⟩+
∑
m(̸=n)

⟨n |eEy|m⟩
En − Em

⟨m |jx|n⟩+
∑
m( ̸=n)

⟨m |eEy|n⟩
En − Em

⟨n |jx|m⟩+O(E2)


≃ ⟨jx⟩E=0 +

1

L2

∑
n

f(En)
∑
m( ̸=n)

(
⟨n |eEy|m⟩
En − Em

⟨m |jx|n⟩+
⟨m |eEy|n⟩
En − Em

⟨n |jx|m⟩
)

と書ける．また速度演算子 vy = (1/iℏ)[y,H]の行列表現は

⟨m| vy |n⟩ =
1

iℏ
⟨m| (yH −Hy) |n⟩

=
1

iℏ
⟨m| (yEn − Emy) |n⟩

=
1

iℏ
(En − Em) ⟨m| y |n⟩

となることから

⟨m| eEy |n⟩ = iℏ
En − Em

⟨m| eEvy |n⟩ (2.1.4)

と変形できる．さらに電場によって駆動される Hall電流を考えるので ⟨jx⟩E=0 = 0に注意すれば，

⟨jx⟩E
E

= − iℏe
2

L2

∑
n̸=m

f(En)
⟨n| vx |m⟩ ⟨m| vy |n⟩ − ⟨n| vy |m⟩ ⟨m| vx |n⟩

(En − Em)
2

=: σxy

*4 µを化学ポテンシャル，β を逆温度として，f(E) := 1

eβÂ(E−µ) + 1
である．
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が得られる．これが Hall伝導率に対する久保公式である．
ここでは結晶に離散並進対称性がある場合を考えているので，2.1.1節で触れたように，エネルギー固有
状態は Bloch状態となる．従って，エネルギー固有状態はバンドインデックス nと波数ベクトル kで特徴
付けられることになる．そのため，和は

∑
n

→
∑
n,k

，固有状態は |n⟩ → |ψnk⟩ = eik·r̂ |unk⟩，エネルギー

固有値は En → Enk とそれぞれ書き換えられる．これより，式 (2.1.3)

⟨jx⟩E =
1

L2︸︷︷︸
系の面積

∑
n

f (En) ⟨n|E jx |n⟩E

は
⟨jx⟩E =

1

L2︸︷︷︸
系の面積

∑
n,k

f (Enk) ⟨ψnk|E jx |ψnk⟩E

と書き直される．残りの計算は同様にできるので，結局 σxy は

σxy = − iℏe
2

L2

∑
k

∑
n ̸=m

f(Enk)
⟨ψnk| vx |ψmk⟩ ⟨ψmk| vy |ψnk⟩ − ⟨ψnk| vy |ψmk⟩ ⟨ψmk| vx |ψnk⟩

(Enk − Emk)
2 (2.1.5)

と書き換わる．これをさらに書き換えていく．そのために 2つの式を準備する．
まずは速度演算子の行列要素表示を書き直していく．最初に

⟨ψmk| v̂ |ψnk⟩ = ⟨ψmk|
1

iℏ

[
r̂, Ĥ

]
|ψnk⟩

= ⟨umk| e−ik·r̂
1

iℏ

[
r̂, Ĥ

]
eik·r̂ |unk⟩

= ⟨umk|
1

iℏ

[
r̂, e−ik·r̂Ĥeik·r̂

]
|unk⟩ (∵ r̂は自身と可換．)

= ⟨umk|
1

iℏ

(
r̂e−ik·r̂Ĥeik·r̂ − e−ik·r̂Ĥeik·r̂r̂

)
|unk⟩

= ⟨umk|
1

ℏ
∂

∂k

(
e−ik·r̂Ĥeik·r̂

)
|unk⟩(

ここの等号はĤは kによらないことに注意して偏微分すると直ちにわかる．
)

= ⟨umk|
1

ℏ
∂Ĥ(k)

∂k
|unk⟩

(
∵ Ĥ(k) := e−ik·r̂Ĥeik·r̂

)
(2.1.6)

を得る．次に Schrödinger方程式を Bloch状態で考えたものは Ĥ |ψnk⟩ = Enk |ψnk⟩であることから

Ĥeik·r̂ |unk⟩ = Enkeik·r̂ |unk⟩

Ĥ(k) |unk⟩ = Enk |unk⟩
(
∵ 左から e−ik·r̂をかけて，̂H(k)の定義を用いる．

)
を得る．これを kで偏微分すると

∂Ĥ
∂k

|unk⟩+ Ĥ ∂

∂k
|unk⟩ =

∂Enk
∂k

|unk⟩+ Enk
∂

∂k
|unk⟩ .

左辺から ⟨umk|をかけて内積をとると

⟨umk|
∂Ĥ
∂k

|unk⟩+ ⟨umk| Ĥ
∂

∂k
|unk⟩ = ⟨umk|

∂Enk
∂k

|unk⟩+ ⟨umk| Enk
∂

∂k
|unk⟩

⇔ ⟨umk|
∂Ĥ
∂k

|unk⟩+ ⟨umk| Emk
∂

∂k
|unk⟩ = ⟨umk|

∂Enk
∂k

|unk⟩+ ⟨umk| Enk
∂

∂k
|unk⟩

⇔ ⟨umk|
∂Ĥ
∂k

|unk⟩ = (Enk − Emk) ⟨umk|
∂

∂k
|unk⟩ (2.1.7)
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を得る．
以上の (2.1.6)，(2.1.7)から

⟨ψmk| v̂ |ψnk⟩ =
Enk − Emk

ℏ
⟨umk|

∂

∂k
|unk⟩ (2.1.8)

を得る．これが第一の式である．
続いて

0 =
∂

∂ki
⟨umk|unk⟩ =

〈
∂

∂ki
umk

∣∣∣∣unk〉+

〈
umk

∣∣∣∣ ∂∂kiunk
〉

(2.1.9)

を得る．*5これが第二の式である．
以上 (2.1.8)， (2.1.9)を用いて (2.1.5)を変形していくと，

σxy

= − ie2

ℏL2

∑
k

∑
n ̸=m

f(Enk)
(
−⟨unk|

∂

∂kx
|umk⟩ ⟨umk|

∂

∂ky
|unk⟩+ ⟨unk|

∂

∂ky
|umk⟩ ⟨umk|

∂

∂kx
|unk⟩

)

= − ie2

ℏL2

∑
k

∑
n ̸=m

f(Enk)
(〈

∂

∂kx
unk

∣∣∣∣umk

〉〈
umk

∣∣∣∣ ∂∂ky unk
〉
−
〈

∂

∂ky
unk

∣∣∣∣umk

〉〈
umk

∣∣∣∣ ∂∂kxunk
〉)

= − ie2

ℏL2

∑
k

∑
n

f(Enk)
(〈

∂

∂kx
unk

∣∣∣∣ ∂∂ky unk
〉
−
〈

∂

∂ky
unk

∣∣∣∣ ∂∂kxunk
〉)

(∵ |umk⟩の完全性，すなわち
∑
m

|umk⟩ ⟨umk| = 1̂.)

= − ie2

ℏL2

∑
k

∑
n

f(Enk)
(

∂

∂kx

〈
unk

∣∣∣∣ ∂∂ky unk
〉
− ∂

∂ky

〈
unk

∣∣∣∣ ∂∂kxunk
〉)

(2.1.10)

となる．
いま，Berry接続を

An(k) = i ⟨unk|
∂

∂k
|unk⟩ , (2.1.11)

Berry曲率を
Bn(k) =

∂

∂k
×An(k) (2.1.12)

と定義すると
∂

∂kx

〈
unk

∣∣∣∣ ∂∂ky unk
〉
− ∂

∂ky

〈
unk

∣∣∣∣ ∂∂kxunk
〉

=
∂

∂k
×An(k)

∣∣∣∣
z

= Bnz(k)

となるから，(2.1.10)は

σxy = − e2

ℏL2

∑
k

∑
n

f(Enk)Bnz(k)

= − e2

ℏL2

∑
n

∑
k

f(Enk)Bnz(k) (2.1.13)

となる．*6ここでさらに kの連続極限，すなわち系のサイズ Lが大きい極限をとると 1
L2

∑
k →

∫
d2k
(2π)2 と

なる．

*5
∂

∂ki
(⟨ψmk|),

∂

∂ki
(|ψmk⟩)のことを

〈
∂

∂ki
ψmk

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂∂ki ψmk

〉
と略記した．

*6 無限和の交換の正統性についてはここでは議論しない．
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以上から，Hall伝導率の表式は結局

σxy = −e
2

h

∑
n

∫
d2k

2π
f(Enk)Bnz(k) (2.1.14)

になる．
特に，Fermi準位がギャップの中にある場合，f(Enk)は 1と近似できるので，Hall伝導率の表式は

σxy = −ν e
2

h
, (2.1.15)

ν =
∑
n

∫
Brillouin Zone

d2k

2π
Bnz(k) =

∑
n

νn, (2.1.16)

νn :=

∫
Brillouin Zone

d2k

2π
Bnz(k) (2.1.17)

となる．この式は TKNN公式と呼ばれ，νn は Chern数と呼ばれる．Chern数は整数値をとることが知
られている．

2.2 結晶を磁場中に置いた場合の取り扱い
上の TKNN公式の導出では，バンド描像を仮定していた．つまり，系に離散並進対称性があって Bloch

の定理が成り立つことを仮定していた．例えば普通の結晶を考える場合には，当然離散並進対称性がある
ので，この仮定は満たされている．それでは 2 次元系を xy 平面内に置いて，z 方向に一様磁場をかけた
場合はどうだろうか．xy 平面内のどの点においても，かかっている磁場の向きと大きさは等しいから，系
の並進対称性は崩れていないように思える．しかしこの直観に反して，系の並進対称性は崩れてしまう．
それは，磁場の効果は Hamiltonian に A(r) として取り入れられるからである．例えば Landau ゲージ
や Symmetric ゲージでは，明らかに A(r + R) ̸= A(r) であり，確かにベクトルポテンシャルを加えた
Hamiltonianの並進対称性が崩れていることが分かる．したがって，2次元結晶系に垂直な磁場をかけた場
合には，Blochの定理が使えず，従ってバンド描像は成り立たない．
この節では，Blochの定理を磁場がある場合に拡張する．この節の議論により，例えば上の TKNN公式
の計算が，磁場がある場合に拡張されることが分かる．

2.2.1 Magnetic translation

並進演算子 TR の定義や性質は次のようなものであった．

TR = exp

(
i

ℏ
R · p̂

)
(2.2.1)

TRf(r) = f(r +R) (2.2.2)

TR|r⟩ = |r −R⟩ (2.2.3)

TRÔ(r)T−1
R = Ô(r +R) (2.2.4)

磁場がないときには

G := {TR|Rは格子ベクトル } (2.2.5)

を考えると，Gが可換群になり，Gの各元と結晶の Hamiltonian Ĥ が交換するから，Gの既約表現を考え
ることにより，Ĥ をブロック対角化できる．(Blochの定理)
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磁場があるときには Ĥ の格子ベクトルによる離散並進対称性が崩れるから，慎重に考える必要がある．
一様磁場をB として，そのベクトルポテンシャルAを一つ固定すると，

∇×A(r +R) = B = ∇×A(r) (2.2.6)

⇒∇× (A(r +R)−A(r)) = 0 (2.2.7)

⇒A(r +R)−A(r) = ∇ξ(r;R) (∃ξ(r;R)) (2.2.8)

が成り立つ．特にR = ma+ nbなら，
ξ(r;R) = mξ(r;a) + nξ(r; b) (2.2.9)

となるように ξ(r;R)を選ぶことができる．
このような ξ を一つ固定して，格子ベクトルRに対するMagnetic Translation Operator を次で定義す
る（T と T が似ていて，少し判別しづらいので注意されたい．）．

TR := e
ie
ℏc ξ(r;R)TR. (2.2.10)

このとき，

TR
(
p+

e

c
A(r)

)
T −1
R (2.2.11)

=e
ie
ℏc ξ(r;R)TR

(
p+

e

c
A(r)

)
T−1
R e

−ie
ℏc ξ(r;R) (2.2.12)

=e
ie
ℏc ξ(r;R)

(
p+

e

c
A(r +R)

)
e

−ie
ℏc ξ(r;R) (2.2.13)

=p− e

c
∇ξ(r;R) +

e

c
A(r +R) (2.2.14)

=p+
e

c
A(r) (2.2.15)

であるから，[TR, Ĥ] = 0 が成り立つ．ただし，一般には [TR1
, TR2

] ̸= 0 なので，すぐには磁場がないと
きのようにブロック対角化はできない．以下でよく使うゲージについて，Magnetic Translation Operator

同士を交換するとどのようになるかを計算する．結論を先に述べると，並進ベクトルで張られる面を貫く磁
束に比例した位相因子が出てくる．

Landau ゲージ
A = (−By, 0, 0),B = (0, 0, B)のとき．ξ(r;R) = −BRyxととれる．ただし，Ry はRの y 成分であ
る．このとき，

TR = exp

(
− ie

ℏc
BRyx

)
TR (2.2.16)

であり，

TR1
TR2

= exp

(
− ie

ℏc
BR1yx

)
TR1

exp

(
− ie

ℏc
BR2yx

)
TR2

(2.2.17)

= exp

(
− ie

ℏc
BR1yx

)
exp

(
− ie

ℏc
BR2y(x+R1x)

)
TR1

TR2
(2.2.18)

= exp

(
− ie

ℏc
BR2yR1x

)
TR1+R2 (2.2.19)

= exp

(
− ie

ℏc
B(R1 ×R2)z

)
TR2

TR1
(2.2.20)

= exp

(
−2πi

BS

ϕ

)
TR2TR1 (2.2.21)

となる．ただしここで，S = (R1 ×R2)z である．
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Symmetric ゲージ
以下で使うことはないが，A = 1

2B × r,B = (0, 0, B)のとき，ξ(r;R) = 1
2B ×R · r ととると，

TR = exp

(
ie

2ℏc
B ×R · r

)
TR (2.2.22)

となり，

TR1
TR2

= exp

(
ie

2ℏc
B ×R1 · r

)
TR1

exp

(
ie

2ℏc
B ×R2 · r

)
TR2

(2.2.23)

= exp

(
− ie

ℏc
BR1yx

)
exp

(
− ie

ℏc
BR2y(x+R1x)

)
TR1TR2 (2.2.24)

= exp

(
− ie

ℏc
B(R1 ×R2)z

)
TR2

TR1
(2.2.25)

= exp

(
−2πi

BS

ϕ

)
TR2

TR1
(2.2.26)

となる．ただしここで，S = (R1 ×R2)z である．

2.2.2 Magnetic sublatticeとバンド構造
Magnetic Translation の節で見たように，Landauゲージでも Symmetricゲージでも TR 同士を交換す
ると，二つの Magnetic translation 演算子の並進ベクトルに囲まれる磁束 (を磁束量子で割って 2π かけ
た)分の位相因子が出てくる．以下ではこのどちらかのゲージしか考えないことにする．Unit cell を貫く
磁束が磁束量子の p/q)倍 (q ∈ Z>0, p ∈ Z)のとき，

G := {TR|R = mqa+ nb,m, n ∈ Z} (2.2.27)

とすると，Gが可換群になり，Gの全ての元が Hamiltonianと交換するから，Gの既約表現を考えること
により，Hamiltonian をブロック対角化できる．これが一般化された Bloch の定理である．G の元と Ĥ

の同時固有状態を一般化された Bloch 状態という．なお，G の並進に含まれる格子 (R = mqa + nb) を
Magnetic sublatticeという．
q × 1個分の Unit cellが単位格子（Magnetic Unit Cell）として扱われるので kの動く範囲 (Magnetic

Brilloiun Zone)は [0, 2π/(qa)]× [0, 2π/b]となる．Mangetic unitcell の大きさが unit cellの q 倍なので，
対応する Brillouin Zone が 1/q 倍になるところがポイントである．このように大きさが 1/q 倍になった
Brillouin Zone を Magnetic Brillouin Zone (MBZ)という．なお，系の面積を V とするとき，

1

V

∑
k

→
∫
MBZ

d2k

(2π)2
(2.2.28)

のように置き換えをすれば良いことも簡単にわかる．
一般化された Bloch状態の，Magnetic Unit Cellにおける境界条件には注意が必要である．一般化され
た Bloch状態は定義よりMagnetic Translation Operator の固有状態なので，境界条件は次のような形を
している．

TRψn,k(r) = eik·Rψn,k(r) (2.2.29)

⇔ e
ie
ℏc ξ(r;R)ψn,k(r +R) = eik·Rψn,k(r). (2.2.30)
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あるいは，|un,k⟩ = e−ik·r|ψn,k⟩ ⇔ ψn,k(r) = eikru(r)を使うと，境界条件は次のように書き直せる．

e
ie
ℏc ξ(r;R)un,k(r +R) = un,k(r). (2.2.31)

Blochの定理のときと違い，Unit Cell で波動関数 uk(r)が周期的にならないことに注意されたい．
なお，具体的なゲージでこの条件を書き下すと，

e−
ie
ℏcBRyxun,k(r +R) = un,k(r) (Landau ゲージ) (2.2.32)

e
ie
2ℏcB×R·run,k(r +R) = un,k(r) (Symmetric ゲージ) (2.2.33)

となる．
さて，速度演算子を v̂ = [r̂,H] = 1

m

(
p+ e

cA
)とするとき，上の少し変な境界条件のおかげで

ψn,k(r +R)∗v̂ψn,k(r +R) = ψn,k(r)
∗v̂ψn,k(r) (2.2.34)

が一般に確かめることができる，これより，|uk⟩を使って電流密度期待値を計算するということがうまく
いく．つまり，

j =

∫
MBZ

d2k

(2π)2
⟨ψn,k|v̂|ψn,k⟩ (2.2.35)

=

∫
MBZ

d2k

(2π)2
⟨un,k|v̂(k)|un,k⟩ (2.2.36)

ただし，v̂(k) ≡ e−ikr̂v̂eikr̂

⟨ψn,k|v̂|ψn,k⟩ = ⟨un,k|v̂(k)|un,k⟩ (2.2.37)

=

∫
d2r ψ∗

n,k(r)v̂(r)ψn,k(r). (2.2.38)

(積分領域は適当なMagnetic unit cell) (2.2.39)

というような計算が正当化される．以上の点（バンドがとれたことと，|uk⟩によって電流密度期待値が計
算できること．）により，上の TKNN公式を求めたときの議論と全く同じ議論が使えて，磁場がある場合
にもMagnetic Brillouin Zone上のバンドの Chern数と伝導度が関係づけられることが分かる*7．

3 バルクエッジ対応
TKNN公式は，Brillouin Zone上のバンド（トーラス上のベクトル束）の構造から計算されるトポロジ
カル不変量 (Chern 数) を系の伝導度に結びつけるものだった．Brillouin Zone 上のバンドを考える時点
で，既に系がバルクであることが仮定されていたことに注意しておく．それでは系に境界がある場合にはど
のようになるだろうか．簡単のため，片方の方向（例えば x方向）に境界があって，もう片方の方向には系
が無限に広がっている場合を考えよう（図 5）．このような場合，y 方向の並進対称性は保たれているけれ
ど，x方向の並進対称性はなくなる．従って，バンドを考えるときのように (kx, ky)ごとにエネルギースペ
クトルを考えることはできなくなり，ky ごとにエネルギースペクトルを考える必要が出てくる．このエネ
ルギースペクトルは，安直には kx, ky のエネルギースペクトル（つまりはバルクのエネルギーバンド）の
kx 方向をつぶしたときに得られるようなものになると考えられる（図 6）．しかし，x方向に境界をつけた
ことにより，バルクでは見られなかったようなエネルギー状態が出現する．実はこのモードが，バルクで計
算される伝導度と境界つきの系で計算される伝導度を対応づける上で本質的に重要である．
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図 5 x方向に境界をつけた系のセットアップ．

図 6 x方向に境界がある系のエネルギースペクトル．kx は良い量子数にならないので，2次元のバン
ドを考えることができなくなる．ky ごとに Schrödinger 方程式を解いてスペクトルを計算する必要が
ある．このスペクトルは，左図のエネルギースペクトル（エネルギーバンド）の kx 方向を潰したような
スペクトルになりそうな気持ちがする（しかし実際にはエッジモードが出てくる．）．

なお前節で，磁場があったとしても (磁場の強さがいい感じの条件を満たすときには)バンドを構成する
ことができることを示したので，これからおこなうバンド描像に基づいた議論は，磁場の有無にかかわらず
成り立つ．磁場がある場合には，積分領域が Unit cell や Brillouin ZoneになっているところはMagnetic

unit cell, Magnetic Brillouin Zone に変えた上で，適切に境界条件を変えたりすると同様の結論が得ら
れる．

3.1 TKNN公式の再導出
この節ではエッジがある場合の議論に接続しやすいように，TKNN公式を再導出しておく．上で自由電
子系を考えたときに導入したスペクトルフローが，ここでも有効であることを確かめることが目的である．
端のないバルクを考える．系は長さ Lx, Ly の大きな箱に周期境界条件をつけたものを考える．Brillouin

*7 TKNN 公式の導出では，波数 k をパラメータとするハミルトニアン Ĥ(k) の固有状態を考えることでトーラス上のベクトル
束を作り，そのチャーン数と伝導度が一致することを示した．したがって |uk⟩で電流密度期待値が計算できることは必要な条
件である．

19



図 7 hybrid wannier function のイメージ．|hR,ky ⟩は x方向には局在していて，y 方向には広がっている．

Zone([2π/a, 2π/b])上に Bloch関数 |uk⟩をとる．uk(r)の境界条件などは，

|ψk⟩ = |ψk+K⟩ (3.1.1)

|ψk⟩ = eikr̂|uk⟩ (3.1.2)

e−iKr̂|uk⟩ = |uk+K⟩ (3.1.3)

ψk(r +R) = eikRψk(r) (3.1.4)

uk(r +R) = uk(r) (3.1.5)

のようにとっておく．特に，ψk について，BZ上で kx 方向に関して周期的になるように取っておくことに
注意する．なお，物理的に面白いのはバンド構造が非自明（Chern数が 0にならない）ときなので，当然
Brillouin Zone全域で周期的に ψk をとることは仮定しない．なお，∫

unit cell

d2r u∗n,k(r)un,k(r) = 1 (3.1.6)

となるように規格化しておく．
ここで，kx 方向の境界条件を利用して，kx 方向で Fourier変換した次のベクトル

|hR,ky ⟩ :=
∫ 2π/a

0

a dkx
2π

e−ikxR|ψk⟩ (3.1.7)

を定義する．|h⟩は y方向には広がっていて，x方向には局在した状態になっている．この関数（状態）は，
Wannier関数の一方向バージョンだから，これを hybrid Wannier functionという（図 7）．
|h⟩に関して次が成り立つ．

⟨hR′,ky |hR,ky ⟩ =
∫ 2π/a

0

a dk′x
2π

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

eik
′
xR

′−ikxR⟨ψk′x,ky |ψkx,ky ⟩ (3.1.8)

=

∫ 2π/a

0

a dk′x
2π

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

eik
′
xR

′−ikxR 2πδ(k′x − kx)

a
(3.1.9)

= δR′,R. (3.1.10)
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ただし，|h⟩は x方向には局在していて周期性がなく，y方向には周期性があることを反映して，|h⟩同士は
内積は y 方向には (0, b)で積分をおこない，x方向には (−∞,∞)で積分をおこなうものと定義している．
それに応じて，ふたつ目の式の |ψ⟩同士の内積は空間 (−∞,∞)× (0, b)で積分をしていることに注意する．
また，

x̂|hR,ky ⟩ =
∫ 2π/a

0

a dkx
2π

e−ikxRx̂|ψkx,ky ⟩ (3.1.11)

=

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

e−ikxRx̂
(
eikxx̂+iky ŷ|ukx,ky ⟩

)
(3.1.12)

=

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

e−ikxR
[
(−i∂kx)(eikxx̂+iky ŷ)

]
|ukx,ky ⟩ (3.1.13)

=

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

eikxx̂+iky ŷ
[
(i∂kx)(e

−ikxR|ukx,ky ⟩)
]

(3.1.14)

= R|hR,ky ⟩+
∫ 2π/a

0

a dkx
2π

e−ikxReikxx̂+iky ŷ(i∂kx)|ukx,ky ⟩ (3.1.15)

だから（4つ目の等号では，kx 方向に関する |ψk⟩の周期性を利用して部分積分した．），

⟨hR,ky |x̂|hR,ky ⟩ =R+

∫ 2π/a

0

a dk′x
2π

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

⟨uk′x,ky |i∂kx |ukx,ky ⟩ (3.1.16)

=R+

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

⟨ukx,ky |i∂kx |ukx,ky ⟩ (3.1.17)

が満たされている．2番目の等号では，⟨u|i∂|u⟩が空間 (−∞,∞)× (0, b)で積分されていたところを unit

cellでの積分に書き換えた．この表式は，|hR,ky ⟩の位置期待値（≈局在中心）が，ky を固定したときの kx

方向の Berry位相に関係していることを示している．なお最初に決めた境界条件から，ky = 0, 2πb におけ
る kx 方向の Berry位相は等しいとは限らず，

⟨hR,ky=2π/bx̂|hR,2π/b − ⟨hR,ky=0|x̂|hR,ky=0⟩ (3.1.18)

=

∫ 2π/a

0

a dkx
2π

⟨ukx,ky=2π/b|i∂kx |ukx,ky=2π/b⟩

−
∫ 2π/a

0

a dkx
2π

⟨ukx,ky=0|i∂kx |ukx,ky=0⟩ (3.1.19)

=− a

2π

∮
∂BZ

A(k) (3.1.20)

=− a

2π

∫
BZ

B(k) (3.1.21)

=− aC (3.1.22)

というような差がある．ただし Aは Berry接続である．|hR,ky ⟩と |hR+a,ky ⟩の位置は式 3.1.17から明ら
かなように aだけずれるから，全ての hybrid wannier function（0 ≤ ky ≤ 2π

b , R = 0,±a,±2a, · · ·）を集
めてくると図 8のような分布になることが分かる．y 方向に一様電場 Eŷ をかけるとき，自由電子のスペ
クトルフローを思い出すと，時間 t0 = 2πℏ

eELy
で全ての Bloch状態が

ψkx,ky (r) = eik·rukx,ky (r) (t = 0) (3.1.23)

→ eik·rukx,ky− 2π
Ly

(r) (t = t0) (3.1.24)
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図 8 （|h, ky⟩の分布．|hR, 2π
b
⟩は |hR,0⟩よりも Caだけ左にいる（上図）．|hR+a,ky ⟩は |hR,ky ⟩の a

だけ右にいる（上図）から，全ての |h⟩を集めてくる（0 ≤ ky ≤ 2π
b
, R = · · · ,−2a, a, 0, a, 2a, · · ·）と

局在中心は下図のようになる．y 方向に電場をかけると，それぞれの状態は時間 2πℏ
eELy

の間に矢印のよ
うにスペクトルフローする (下図)．

というふうスペクトルフローするので，局在中心は図 8のようにずれていく．x = const.の面を通過する
電子の数は図から明らかなように C 個（右向き）であるから，電流密度は，

1

Ly
× (−e)× C/

(
2πℏ
eELy

)
= −e

2

h
CE (3.1.25)

となるから，伝導度は

σxy = −e
2

h
C (3.1.26)

となることが示された．

3.2 境界がある場合の議論
上の議論によって，y 方向に長さ Ly で周期境界条件をつけて，スペクトルフローによって伝導度を計
算するという強力な手法の有効性が再確認された．しかし，系に境界がある場合には，本質的に違う点が
ある．
まず，図 6のような境界がある系のスペクトルは，単純に空間 (0, Lx)×(0, b)上で，境界条件 ψ(x, y+b) =

eikybψ(x, y) の下で Hamiltonian の固有値問題を解いてえられる状態を考えたものであるから，そもそも
ky = 0, 2πb の状態は同じ状態である（図 9）．つまり ky 方向に周期性がある．したがって今回の事情は，
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図 9 ky 方向の周期性 図 10 スペクトルフローによって ky がずれる．

|hR,ky ⟩を構成したときのように，kx 方向に周期性を課した状態を考えた結果，ky 方向には周期性がなく
なったときは大きく異なる．
また，エネルギースペクトルを考えるときの各々の状態はエネルギー固有状態であるから，局在具合の気
持ちとしては |h⟩（これは固有状態ではない！）よりも |ψ⟩に近いものであることも注意しておく．
y 方向に長さ Ly で周期境界条件をつけて電場をかけた場合のスペクトルフローの議論は今まで同様成
り立つので，これで電子状態がどのように変化するか確かめてみよう．絶縁体ではバンドギャップが開い
ていたから，境界がある場合に電子は図 10 のように詰まっている．そして，各々の電子がスペクトルフ
ローで移動していく．従って，図 10のようなエネルギースペクトルであった場合，ky 方向の周期性から，
x = const.の面を通過する電荷の総量は必ず 0になるはずである．従って必ず電荷は流れないということ
になってしまう．これはバルクで計算した結果とは全く異なるものである．系が十分に大きければ，バル
クで計算した伝導度と境界つきの系で計算した伝導度は一致するはずである（してほしい）のにそうならな
かったのは，どこが間違っていたのだろうか．
まず，図 10 に描かれている状態はエネルギー固有状態だから |ψ⟩ のように x 方向にかなり広がった

bulk-likeな状態だろう．今は x方向に境界をつけた系を考えているので，|ψk⟩のような Bloch状態とは異
なり，境界に局在した状態が出てきても良いと考えられるが，図 10のようなエネルギースペクトルは，こ
のような状態は考慮に入れていない．従って，図 10に描かれている状態の他に．（上下のバンドからはみ
出した）境界に局在したモードが出てきてもおかしくはないと考えられる．そのようなモードは左端，もし
くは右端に局在していて，bulk-likeな状態を一旦経なければ右端/左端のどちらに局在しているかは変わら
ないだろう（図 11）．
この考察の元で，どのようなエネルギースペクトルになっていれば伝導度がバルクで求めたものに一致
するかを考えると，図 12のようになっていれば良いことが分かる．図のようになっていればスペクトルフ
ローで電子一つが右端から左端に移動する．その結果，伝導度は前節と同様に計算して σxy = − e2

h となる
ことが分かる．
ky を大きくしていったときに右端に局在した状態が下のバンドに接してから左端に局在するようなとき
にエッジモードのペア数を +1 とカウントして，その逆になっているときに −1 とカウントすることにし
て，n番目と n+1番目のバンド間のエッジモードのペア数を In とする．このエッジモードのペア数 In と
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図 11 境界がある場合には bulk-likeな状態の他に，端に局在した状態が出てくるだろう．右と左のど
ちらに局在しているかは，bulk-likeな状態を経なければ変わることができない．

図 12 上下のバンドを繋ぐ（=gaplessな)右端に左端に局在したモードがある場合，スペクトルフロー
によって，左端に局在した状態一つが右端に局在した状態に移る．この図のような場合には占有バンド
の Chern数が 1である．

m番目のバンドの Chern数 Cm の間に，
n∑

m=1

Cm = In (3.2.1)

が成り立てば，どこに Fermiエネルギーがあっても，バルクだけで計算される伝導度と境界がある系で計
算される伝導度が等しくなる．この関係は非常に自然な仮定（境界をつけた系でもバルクでも，系が十分に
大きければマクロな物理量である伝導度は変わらない）に基づくものであるから成り立つはずであり，ここ
ではこの関係が成り立つことを認めることにする．この関係がバルクエッジ対応である．後に簡単なモデ
ルで具体的に計算をすることで，この対応が成り立っていることを確かめる．
バルクエッジ対応は，バルクで計算されるバンドのトポロジカルな量から，境界がついた系のエッジモー
ドの様子が分かるという点で非常に強力な対応である．そして，Hamiltonianがバンドギャップを保った
まま連続的に変化する場合には，Chern数（必ず整数値をとる）は変化できないから，バルクエッジ対応に
よれば，エッジモードは必ずずっと存在している．この意味で，このエッジモードはトポロジカルに守られ
た頑強な状態である．境界の形が少し変わっても．バンド描像が崩れないような小さなディスオーダーが
入っても，バンドギャップが閉じない限りエッジモードは安定して存在している．

3.3 実験系の伝導度とエッジモードの関係
今までは，伝導度を計算するために，y 方向に周期境界条件をつけて y 方向に電場をかけるというセット
アップで議論を進めてきた．これは実際に実験的に考えられる系とは異なっている．実際の実験における
セットアップは，図 13のようになっている．
実際に実験をして伝導率を求めるには以下のようにする．試料のサイズを Lx ×Ly，x方向につけた端子
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図 13 実際の実験のセットアップ．

間の距離を lとすると，Ey = VH
Ly
, Ex = VL

Lx
であり，図 13のようなセットアップでは，

E =

(
VL/l
VH/Ly

)
(3.3.1)

= ρj (3.3.2)

=

(
ρxx ρxy
ρyx ρyy

)(
I/Ly
0

)
(3.3.3)

=

(
ρxxI/Ly
ρyxI/Ly

)
(3.3.4)

の関係が成り立つから，この関係式を使うことで ρxx と ρyx を測定することができる．試料を 90◦ 回転
させて ρyy, ρxy を測定すれば抵抗率テンソルが求まる．最後に逆行列をとって，伝導率テンソルが求めら
れる．
さて，境界 y = const.にあるエッジモードが，前の節で考えたようなよくあるようなバンド構造 (図 11)

になっているとしよう．エッジモードの群速度は vx = 1
ℏ
∂Ekx
∂kx

で与えられるから，エッジモードの電子は
全て同じ方向に動いていて，さらに y = Ly と y = 0のエッジモードの電子は逆向きに動いていることが
分かる．y = Ly のエッジモードの電子（エネルギーはバンドギャップの間に位置する）が後方散乱されて
向きを変える場合，エネルギーがあまり変わらないとすると y = 0のエッジモードに移らないといけない．
試料の幅 Ly がエッジモードの局在長に比べて十分長い場合，このようなこと（電子が片方の端から片方の
端にジャンプするという事象）が起きる確率は非常に小さいので，エッジモードでは後方散乱がほとんど起
こらないと考えられる．従って，エッジモードを流れる電子はスイスイと流れていく．
図 11 のバンドのように Chern 数が 1 のバンドの場合には，図 14 のように，サンプルの上側と下側に
エッジモードが存在している．占有バンドの Chern数が 1のときには，上側のエッジモードでは電子が左
から右に動いていて，下側のエッジモードでは電子が右から左に動いている．Iin の方の電子の化学ポテン
シャルを µ− とし，Iout の方の電子の化学ポテンシャルを µ+ とする．電流の方向と電子の運動の方向は逆
なので µ+ > µ− である (あまり大きな電流は流さないとしているので，µ+ ≈ µ− となってはいる．)．
上側のエッジに化学ポテンシャルが µ− より大きい電子があったとすると，スイスイ流れて右端に吸収さ
れていく．さらに上端には化学ポテンシャルが µ− の電子が常に左側から供給されている．従って，系の上
端の化学ポテンシャルは µ− に保たれている．下側のエッジには化学ポテンシャルが µ+ の電子が常に右側
から供給されているので，下側のエッジの化学ポテンシャルは µ+ に保たれている．従って電子の占有状態
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図 14 系の化学ポテンシャル．

図 15 系の電子状態．

は図 15のようになる．
エネルギースペクトルが右肩上がりのエッジモードのうち波数が kmin < kx < kmax のエッジモードが占
有された場合に x方向の電流密度への寄与は，

jx =
−e
LxLy

kmax∑
kx=kmin

⟨kx, n|v̂x|kx, n⟩ (3.3.5)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2π

⟨kx, n|v̂x|kx, n⟩ (3.3.6)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2π

1

m
⟨kx, n|p̂x +

e

c
Ax|kx, n⟩ (3.3.7)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2π

1

m
⟨kx, n|ℏkx +

e

c
Ax|kx, n⟩ (3.3.8)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2πℏ

⟨kx, n|
∂Ĥkx

∂kx
|kx, n⟩ (3.3.9)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2πℏ

∂

∂kx
⟨kx, n|Ĥkx |kx, n⟩ (3.3.10)

=
−e
Ly

∫ kmax

kmin

dkx
2πℏ

∂Ekx
∂kx

(3.3.11)

= − e

h

Ekmax − Ekmin

Ly
(3.3.12)
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となる．エネルギースペクトルが右肩下がりのエッジモードはその逆になるから，図 15の電子状態の場合
に系の電流密度は，

jx =
e

h

µ+ − µ−

Ly
(3.3.13)

=
e

h

(−eϕ+)− (−eϕ−)
Ly

(3.3.14)

=
e2

h

VH
Ly

(3.3.15)

= −e
2

h
Ey (3.3.16)

となる．この議論から分かるように，エッジモードのペアの数が In であるときには，

jx = −In
e2

h
Ey (3.3.17)

となる．VL = 0であることも図を見ると明らかなので，フェルミエネルギーが n番目のバンドと n+ 1番
目のバンドの間にあるときは，σxy = − e2

h In が成り立つという，以前の結果が再現された．
仮想的に周期境界条件をつけたり外したりして考えたバルクエッジ対応及びエッジモードが，実際に実験
で伝導度を測定する場合においても整合的になるということが以上の議論のポイントである．

3.4 簡単な 2準位系におけるバルクエッジ対応
ここでは，簡単なモデルについて数値計算をして，チャーン数とエッジ状態が整合的になっていることを
確かめる．
以下で仮定するモデルはやや天下りに思えるかもしれない．これは波数空間の Hamiltonianをいきなり
導入していることがその原因の一つだろう．実空間に戻して考えると，そこまで変なモデルではない（と思
われると思う）のだが，とりあえずここではバルクエッジ対応を確かめるための便宜的なモデルだと思って
もらって差し支えない．

3.4.1 モデル
次の Hamiltonian

Ĥ =
∑
k

ψ(k)†Ĥ(k)ψ(k) (3.4.1)

ψ(k) =

(
a(k)
b(k)

)
(3.4.2)

ψ(k)† =
(
a(k)† b(k)†

)
(3.4.3)

Ĥ(k) = (A sin kx)σx + (A sin ky)σy +

(
∆− 4B sin2

kx
2

− 4B sin2
ky
2

)
σz (3.4.4)

　 ≡ d(k) · σ (3.4.5)

を考える．A > 0とする．
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3.4.2 Chern数
まず 2バンドが閉じない条件を求める．バンドが閉じるとき，

0 = d(k)2 = (A sin kx)
2
+ (A sin ky)

2
+

(
∆− 4B sin2

kx
2

− 4B sin2
ky
2

)2

(3.4.6)

であるが，これを可能性があるのは第一項と第二項から k = (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π)だけである．従っ
て第三項を考え，バンドギャップが閉じる点とパラメータの関係は

∆ = 0B ↔ k = (0, 0) (3.4.7)

∆ = 4B ↔ k = (0, π), (π, 0) (3.4.8)

∆ = 8B ↔ k = (π, π) (3.4.9)

(3.4.10)

のようになる．従って Chern数が変わる可能性があるのは ∆ = 0B, 4B, 8B の 3点である．実際に 3次元
空間中で d(k)が描く曲面がどのようになるかをイメージすると，

B > 0 →
{
C = 0 (∆ < 0,∆ > 8B)
C = −1 (0 < ∆ < 4B, 4B < ∆ < 8B)

(3.4.11)

B < 0 →
{
C = 0 (∆ < 0,∆ > 8B)
C = 1 (0 < ∆ < 4B, 4B < ∆ < 8B)

(3.4.12)

(3.4.13)

のようになっていることが分かる．（多くの場合，バンドギャップが閉じるパラメータで Chern数は 1だ
け増減するが，∆ = 4B では k = (0, π), (π, 0)の二点でバンドが閉じていて結局 Chern数は変わらない．）
上で述べたことから，∆が 0と 8B の間にあるときにバンドが非自明な構造を持っていて，開端条件で
問題を解くとエッジモードが出てくることが期待される．

3.4.3 開端条件
y 方向に境界をつけたい．まずは y 方向に Fourier 変換する．サイト数を N，サイト間の間隔を 1 に
とり，

akx,ky ≡ 1√
N

∑
m

e−ikymakx,m (3.4.14)

a†kx,ky ≡ 1√
N

∑
m

eikyma†kx,m (3.4.15)

akx,m ≡ 1√
N

∑
ky

eikymakx,ky (3.4.16)

a†kx,m ≡ 1√
N

∑
ky

e−ikymakx,ky (3.4.17)

で Fourier変換する．例えば
∑
ky

−i sin kya(k)†b(k) =
∑

ky,m,n

−e
iky − e−iky

2

1

N
eiky(m−n)a†kx,makx,n (3.4.18)

=
∑
m

−1

2
a†kx,makx,m+1 +−1

2
a†kx,makx,m−1 (3.4.19)
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のように計算する．添字 kx を省略して書くと，y 方向の 1次元ハミルトニアンは，

Ĥ(kx) =
∑
m

ψ†
mĥm,mψm + ψ†

mĥm,m+1ψm+1 + ψ†
m+1ĥm+1,mψm (3.4.20)

where


ψ(m)† = (a†m b†m)

ĥm,m = sin kxσx +
(
∆− 2B − 4B sin2 kx2

)
σz

ĥm,m+1 = Bσz − i
2σy

ĥm+1,m = Bσz +
i
2σy

(3.4.21)

となる．この 1次元 Hamiltonianを開端条件でとけば良い．とりあえずここでは，数値計算によってバン
ド図を計算することにする．簡単なモデルなので，手計算によってかなりの物理的な情報を引き出すことが
できる．詳しい計算は，付録 Aを参照していただきたい．

3.4.4 数値計算
y = const.の境界をつけた系のエネルギー分散を，y 方向に cellを 20個 (=cite数 40)並べて数値計算
した結果を以下に載せておく．B = 1とした．チャーン数が非自明 C = ±1なときに，上下のバンドをつ
なぐエッジモードが 1ペア出てくる様子がわかる．
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図 16 B = 1.0,∆ = −1.0B
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図 17 B = 1.0,∆ = −0.4B
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図 18 B = 1.0,∆ = 0.0B
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図 19 B = 1.0,∆ = 0.4B
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図 20 B = 1.0,∆ = 0.6B
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図 21 B = 1.0,∆ = 1.0B
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図 22 B = 1.0,∆ = 2.0B
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図 23 B = 1.0,∆ = 2.6B
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図 24 B = 1.0,∆ = 3.0B
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図 25 B = 1.0,∆ = 3.6B
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図 26 B = 1.0,∆ = 3.8B
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図 27 B = 1.0,∆ = 4.0B
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図 28 B = 1.0,∆ = 4.4B
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図 29 B = 1.0,∆ = 4.6B
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図 30 B = 1.0,∆ = 5.0B
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図 31 B = 1.0,∆ = 6.0B
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図 32 B = 1.0,∆ = 7.0B
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図 33 B = 1.0,∆ = 7.6B
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図 34 B = 1.0,∆ = 8.0B
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図 35 B = 1.0,∆ = 8.4B
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図 36 B = 1.0,∆ = 8.6B
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図 37 B = 1.0,∆ = 9.0B
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図 38 B = 1.0,∆ = 9.6B

4 磁場中の自由電子系：再考
整数量子ホール効果の節で磁場中に置かれた自由電子系を考えた．そこでは触れなかったエッジモード
の解析を，バルクエッジ対応の観点から見直すことがこの節の目標である．バルクエッジ対応の節で，バン
ド描像を使った議論は非常に強力であることを見てきた．従って，まずは磁場中の自由電子系を格子上に再
現することから始める．最後に適切な極限で，磁場中の自由電子系と格子上の tight-binding model を対応
することを定性的に議論する．この議論から，Landau準位の伝導度がバンドのチャーン数と関係している
ことや，系に境界をつけた場合に Landau準位をつなぐエッジモードが現れることが示唆される．

4.1 tight-binding model

電子が曲線 C に沿ってベクトルポテンシャル中を移動すると，AB位相 exp
(
−i ecℏ

∫
C
A(r) · dr

)を獲得
するのだった．従って，tight-binding modelにおいて，サイト iから j へのホッピングの際に，AB位相
を獲得するように，

hopping term : eiθijc†jci (4.1.1)

θij = − e

cℏ

∫ rj

ri

A(r) · dr (4.1.2)
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というようなモデルを考えると良いように思われる．従って，格子間隔 a の格子の上で次のような
tight-binding modelを考える．

Ĥ = −t
∑
⟨ij⟩

eiθijc†jci (4.1.3)

= −t
∑
⟨ij⟩

exp

(
−i e
cℏ

∫ rj

ri

A(r) · dr
)
c†jci (4.1.4)

ここで，ri = maex + naey のサイトを (m,n)で表すことにする．ri = (m,n)から aex, aey だけホッピ
ングするときの θij を θxmn, θ

y
mn と書くことにする．このとき Hamiltonianは，

Ĥ =
∑
m,n

eiθ
x
mnc†m+1,ncm,n + eiθ

y
mnc†m,n+1cm,n + h.c. (4.1.5)

と書ける．
Schrödinger方程式は

ĤΨ = EΨ (4.1.6)

Ψ = −t
∑
m,n

ψm,nc
†
m,n|0⟩ (ψm,n ∈ C) (4.1.7)

である．
以下で実際に，この tight-binding modelの連続極限 (a→ +0)をとると磁場中の自由電子の Schrödinger

方程式が得られることを確かめる．確かめる方法は地道にテイラー展開するだけである．
Schrödinger方程式中の c†m,n|0⟩の係数をとってくることによって，

−t
(
eiθ

x
m−1,nψm−1,n + eiθ

y
m,n−1ψm,n−1 + e−iθ

x
m,nψm+1,n + e−iθ

y
m,nψm,n+1

)
= Eψm,n (4.1.8)

という漸化式が得られる．
実際に θαmn を計算すると，

θαmn = − e
ℏ

∫ (m,n)+aeα

(m,n)

A(r) · dr (4.1.9)

= − e

cℏ

∫ a

0

ds Aα((m,n) + seα) (4.1.10)

=


−ea
cℏ
Ax
(
m+

1

2
, n

)
+O(a3) (α = x)

−ea
cℏ
Ay
(
m,n+

1

2

)
+O(a3) (α = y)

(4.1.11)

が得られる．これと ψm±1,n = ψm,n ± a
∂ψm,n
∂x + a2

2
∂2ψm,n
∂x2 +O(a3)などの近似式を使うと，

eiθ
x
m−1,nψm−1,n + e−iθ

x
m,nψm+1,n − 2ψm,n (4.1.12)

=

(
1− iea

cℏ
Axm−1/2,n − 1

2

(ea
cℏ

)2
(Axm−1/2,n)

2

)(
ψm,n − a

∂ψm,n
∂x

+
a2

2

∂2ψm,n
∂x2

)
(4.1.13)

+

(
1 +

iea

cℏ
Axm+1/2,n − 1

2

(ea
cℏ

)2
(Axm+1/2,n)

2

)(
ψm,n + a

∂ψm,n
∂x

+
a2

2

∂2ψm,n
∂x2

)
(4.1.14)

− 2ψm,n +O(a3) (4.1.15)

= a2
∂2ψm,n
∂x2

+ a2
ie

cℏ
∂xA

x
m,nψm,n + 2a2

ie

cℏ
Axm,n∂xψm,n − a2

( e
cℏ

)2 (
Axm,n

)2
+O(a3) (4.1.16)

= −a2
(
−∂2x −

ie

cℏ
(Ax∂x + ∂xAx) +

( e
cℏ

)2
A2

)
ψm,n +O(a3) (4.1.17)
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となるから，Schrödinger方程式は，左辺で O(a2)までとって，

ta2

ℏ2

(
−ℏ2∇2 − ieℏ

c
(∇ ·A+A · ∇) +

(e
c

)2
A2

)
ψm,n = (E + 4t)ψm,n (4.1.18)

⇔ 1

2m

(
−iℏ∇+

e

c
A
)2
ψ =

ℏ2

2ma2
E + 4t

t
ψ (4.1.19)

となる．これは確かに磁場中における固有エネルギー ϵ = ℏ2

2ma2
E+4t
t の Schrödinger方程式である．

この導出をよく見ると，

θαmn = −ea
cℏ
Aαmn (4.1.20)

としても問題ないことが分かる．（絶妙に打ち消して O(a2)までは同じになる．）以下では計算を簡単にす
るため，こちらで θαmn を定義する．

4.2 Landau ゲージ における tight-binding model

Landau ゲージ A = (0, Bx, 0)をとる．x方向に境界をつけたときに，ky が良い量子数になっていると
問題が解きやすいのでこのようなゲージをとっている．このときに，θαmn を計算すると， θxmn = 0

θymn = −ea
cℏ
Bma = −2πm

Ba2

ϕ0

(4.2.1)

となる．ここで，ϕ0 ≡ hc
e は磁束量子である．Ba2

ϕ0
は一つのプラケット（a× aのマス）を貫いている磁束

と磁束量子の比である．
Magnetic Translation を思い出すと，Ba2

ϕ0
= p

q のときに，q × 1 個数分の supercell を一つの cell だと
思ってバンド描像が使えることが予想される．今は tight-binding モデルなので，eikx と ei(k+

2π
a )x は同じ

になってしまうから，Magnetic translation で考えていたときよりも簡単で，

T̂q,x :=
∑
m,n

c†m−q,ncm,n (4.2.2)

T̂y :=
∑
m,n

c†m,n−1cm,n (4.2.3)

Ĥ ≡ −t
∑
m,n

c†m+1,ncm,n + e−2πim p
q c†m,n+1cm,n + h.c. (4.2.4)

が交換する．これを見ると，系には Nx ×Ny = qnx ×Ny 個のサイトがあるとして，

cj,k =
1√
nxNy

nx−1∑
m=0

Ny−1∑
n=0

e−ik·rcqm+j,n (4.2.5)

where


k · r := kxqma+ kyna
j = 1, 2, · · · , q
ky = 2πm

Ny
1
a (m = 0, 1, · · · , Ny−1)

kx = 2πm
nx

1
qa = 2πm

Nx
1
a (m = 0, 1, · · · , nx−1)

(4.2.6)

cqm+j,n =
1√
nxNy

∑
k

eik·rcj,k (4.2.7)
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のように演算子の Fourier変換を定義するとブロック対角化ができることが分かる．具体的には，

Ĥ = −t
q∑
j=1

nx−1∑
m=0

Ny−1∑
n=0

c†mq+j+1,ncmq+j,n + e−2πij pq c†mq+j,n+1cmq+j,n + h.c. (4.2.8)

=

q∑
j=1

∑
k

ei⋆c†j+1,kcj,k + e−2πij pq e−ikyac†j,kcj,k + h.c. (4.2.9)

where ⋆ =

{
0 (j = 1, · · · , q − 1)
−qkxa (j = q)

(4.2.10)

のようになる．少々見づらいので，長さの単位を aにとって a = 1として，ϕ := p
q と定義し直すと，

Ĥ =
∑
k

(
c†1,k · · · c†q,k

)
Ĥ(k)

 c1,k
...

cq,k

 (4.2.11)

Ĥ(k) = −t



2 cos (ky + 2πϕ) 1 0 · · · e−iqkx

1 2 cos (ky + 4πϕ) 1
. . . 0

0 1 2 cos (ky + 6πϕ)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 1
eiqkx 0 · · · 1 2 cos (ky + 2qπϕ)


(4.2.12)

である．あとは，この q× q の Hamiltonianを対角化すれば，Magnetic Brillouoin Zone
[
0, 2πq

]
× [0, 2π]

上の q 個のサブバンドが得られる．

4.3 開端方向に境界をつけた場合の tight-binding model

x方向に境界をつける．同じ Landauゲージをとる．依然として ky は良い量子数である．このとき，y
方向のみ Fourier変換することができる．即ち，

cm,ky =
1√
Ny

Ny−1∑
n=0

e−ikyncm,n (4.3.1)

cm,n =
1√
Ny

∑
ky

eikyncm,n (4.3.2)

(4.3.3)

と定義して，(a = 1とした．)

Ĥ =
∑
ky

c†m,kyH(ky)cm,ky . (4.3.4)

ただし，

Ĥ(ky) = −t

(
Nx−1∑
m=1

c†m+1,ky
cm,ky +

Nx∑
m=1

e−2πim p
q−ikyc†m,kycm,ky

)
+ h.c. (4.3.5)

= −t

(
Nx−1∑
m=1

c†m+1,ky
cm,ky + h.c.

)
+−t

Nx∑
m=1

2 cos (ky + 2πmϕ) . (4.3.6)

となる．これを解けば，エッジモードが存在しているかが分かる．
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4.4 Chern数とエッジのペア数の関係（結果のみ）
今は ky が良い量子数なので，図 39のように，ky を増やしていったときに，右端に局在したモードが下
のバンドに入ったのち左端に局在したモードに変わっているときにペア数を +1，その逆のときにペア数を
−1と数える．n番目のバンドと n+ 1番目のバンドの間のエッジモードのペア数を In とする. n番目のバ
ンドの Chern数を Cn とする．この系に関しては，次の結果が知られている（Tongに書いてあった文献を
引っ張る）．

r = qsr + ptr (4.4.1)

を満たすような |tr| ≤ q
2 をとってくると，tr = In が成り立つ．さらに，

Cr = Ir − Ir−1 (4.4.2)

が成り立つ．
つまり，この系においてもバルクエッジ対応が完全に成り立つ．なお，伝導度は，σxy = − e2

h In で与え
られる．

図 39 x方向を切り開いた場合のエッジのペア数の数え方．

4.5 数値計算
適当な値で数値計算したものを以下に示す．
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4.5.1 p = 2, q = 3の場合
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図 40 p = 2, q = 3．バルクのバンド構造.kx のとる値が 0から 2π
3
になり，Brillouin Zoneが小さく

なっていることに注意．

図 41 p = 2, q = 3．x 方向に境界をつけた．エッジ状態の左右の局在はこの図のようになっている．
I1 = −1, I2 = 1となっていて，これは前節で（結果だけ）示したものを確かに再現している．
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図 42 図 41 の状態 A における確率分布．系
の左端に局在している様子が分かる．
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図 43 図 41 の状態 B における確率分布．系
の右端に局在している様子が分かる．
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図 44 図 41 の状態 C における確率分布．
bulk-like になっていることが分かる．
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図 45 図 41 の状態 D における確率分布．系
の右端に局在している様子が分かる．
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図 46 図 41 の状態 E における確率分布．系
の左端に局在している様子が分かる．
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図 47 図 41 の状態 E における確率分布．
bulk-like になっていることが分かる．
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4.5.2 p = 1, q = 5の場合
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図 48 p = 1, q = 5．バルクのバンド構造.kx のとる値が 0から 2π
5
になり，Brillouin Zoneが小さく

なっていることに注意．

図 49 p = 1, q = 5．x 方向に境界をつけた．エッジ状態の左右の局在はこの図のようになっている．
I1 = 1, I2 = 2, I3 = −2, I4 = −1である．
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4.5.3 p = 2, q = 5の場合
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図 50 p = 2, q = 5．バルクのバンド構造.kx のとる値が 0から 2π
5
になり，Brillouin Zoneが小さく

なっていることに注意．

図 51 p = 2, q = 5．x 方向に境界をつけた．エッジ状態の左右の局在はこの図のようになっている．
I1 = −2, I2 = 1, I3 = −1, I4 = 2となっていて，これは前節で（結果だけ）示したものを確かに再現し
ている．
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4.6 量子Hall系のエッジ状態
ここで扱っていた tight-binding modelでは，Schrödinger方程式は，O(a2)までで，

1

2m

(
−iℏ∇+

e

c
A
)2
ψ =

ℏ2

2ma2
E + 4t

t
ψ (4.6.1)

となるのだった．
全サイト数が NxNy = qnxNy であるとき，kx = 2πm

aqnx
(m = 1, · · · , nx), ky = a2πm

Ny
(m = 1, · · · , Ny)

となるから，一つのMagnetic サブバンドあたりの状態数（単位面積当たり）は，

nxNy ×
1

NxNya2
=

1

qa2
(4.6.2)

である．今は一つのプラケット（面積は a2)あたりを貫く磁束 Ba2 が p
qϕ0 となるように p

q が定義されて
いるから，磁場は B = p

q
ϕ0

a2 となっている．
一方で Landau準位の単位面積当たりの状態数は， B

ϕ0
だったことを思い出すと，今のように磁場が p

q
ϕ0

a2

であるときには，単位面積当たりの Landau準位の状態数は p
qa2 となる．式 (4.6.2)と見比べると，p = 1

として B = ϕ0

qa2 となるように a → 0, q → ∞ の極限をとったものが Landau 準位に対応すると考えら
れる．
Ĥ(k)（式 (4.2.12)を見ると，一行に含まれる全成分の絶対値の総和は 4tを超えないから，−4t ≤ E ≤ 4t

という評価ができる．この間に q 個のバンドができるから，tight-binding model におけるバンド間のエネ
ルギー∆E の見積もりは，8t/q であり，これと Schrödinger方程式におけるエネルギー ϵ = ℏ2

2ma2
E+4t
t と

の対応を思い出すと，連続極限 (B = ϕ0

qa2 となるように a→ 0)におけるエネルギースペクトルは，

En ≈ 8

q
× n× ℏ2

2ma2
=

8ℏ2n
2m

1

qa2
=

8ℏ2n
2m

B

ϕ0
=

2

π
× nℏ

eB

mc
≈ nℏωC (4.6.3)

となり，エネルギースペクトルは Landau準位と大体は整合的になっていることが容易に分かる．
さらに，p = 1のときには，

r = qsr + ptr (4.6.4)

の解は，r < q/2のときには，(sr, tr) = (0, r)となるから，{
Ir = r
Cr = 1

where
(
r <

q

2

)
(4.6.5)

が得られる．従って，tight-binding model を解いて得られる下半分のエネルギーバンドの Chern 数は 1

になる．これは確かに，自由電子系で得られた Landau level一つ当たりの伝導度 σxy = − e2

h と整合的で
ある．
以上の考察から，定性的には，連続極限 a → 0における下半分のエネルギーバンドは Landau準位と対
応すると考えられる．このような視点からは，境界がある磁場中の 2次元自由電子系の端には，トポロジ
カルに守られたエッジ状態が出現することが予想できる．これが最初に磁場中の 2次元自由電子系を説明
したときには先延ばしにした，エッジ状態に関する考察である．
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付録A 簡単な 2準位系におけるバルクエッジ対応
考えるモデルを思い出しておく．

A.1 モデル
考えるバルクの Hamiltonianは，

Ĥ =
∑
k

ψ(k)†Ĥ(k)ψ(k) (A.1.1)

ψ(k) =

(
a(k)
b(k)

)
(A.1.2)

ψ(k)† =
(
a(k)† b(k)†

)
(A.1.3)

Ĥ(k) = A sin kxσx +A sin kyσy +

(
∆− 4B sin2

kx
2

− 4B sin2
ky
2

)
σz (A.1.4)

　 ≡ d(k) · σ (A.1.5)

である．A > 0とする．

A.2 Chern数
下のバンドのチャーン数 C は，

B > 0 →
{
C = 0 (∆ < 0,∆ > 8B)
C = −1 (0 < ∆ < 4B, 4B << ∆ < 8B)

(A.2.1)

B < 0 →
{
C = 0 (∆ < 0,∆ > 8B)
C = 1 (0 < ∆ < 4B, 4B < ∆ < 8B)

(A.2.2)

(A.2.3)
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のようになっていることが分かる．（多くの場合，バンドギャップが閉じるパラメータで Chern数は 1だ
け増減するが，∆ = 4B では k = (0, π), (π, 0)の二点でバンドが閉じていて結局 Chern数は変わらない．）
これから，∆が 0と 8B の間にあるときにバンドが非自明な構造を持っていて，開端条件で問題を解く
とエッジモードが出てくることが期待される．

A.3 開端条件におけるHamiltonian

y 方向に境界をつけたい．まずは y 方向に Fourier 変換する．サイト数を N，サイト間の間隔を 1 に
とり，

akx,ky ≡ 1√
N

∑
m

e−ikymakx,m (A.3.1)

a†kx,ky ≡ 1√
N

∑
m

eikyma†kx,m (A.3.2)

akx,m ≡ 1√
N

∑
ky

eikymakx,ky (A.3.3)

a†kx,m ≡ 1√
N

∑
ky

e−ikymakx,ky (A.3.4)

で Fourier変換する．添字 kx を省略して書くと，y 方向の一次元 Hamiltonianは，

Ĥ(kx) =
∑
m

ψ†
mĥm,mψm + ψ†

mĥm,m+1ψm+1 + ψ†
m+1ĥm+1,mψm (A.3.5)

where


ψ(m)† = (a†m b†m)

ĥm,m = sin kxσx +
(
∆− 2B − 4B sin2 kx2

)
σz

ĥm,m+1 = Bσz − i
2σy

ĥm+1,m = Bσz +
i
2σy

(A.3.6)

となる．この一次元 Hamiltonianを開端条件でとけば良い．

A.4 開端条件のHamiltonianの対称性
まず，A→ B(これは σx による変換)によって，

σxĤ(kx)σx = −Ĥ(−kx) (A.4.1)

となる．従って，kx におけるエネルギースペクトルをひっくり返したものが −kx のエネルギースペクトル
になる．
次に，サイトmを −mに変える変換を C とするとき，

(Cσy)−1Ĥ(kx)(Cσy) = σyCĤ(kx)Cσy = −Ĥ(kx) (A.4.2)

となる．従って，kx のエネルギースペクトルは上下対称になる．この対称性からは，片方の端に局在した
固有状態があるとき，逆側の端に局在したエネルギーが-1倍の固有状態があることも分かる．
以上二つの対称性により，横軸に kx をとって縦軸にエネルギーをとってエネルギースペクトルを図示す
ると，kx = 0, E = 0に対する折り返しの対称性があることがわかる（図 52）．
この対称性から 0エネルギーモードがあった場合，必ず level crossing が起きることがわかる．
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図 52 上下左右が対称なので，1つゼロモードがあると基本的に 4つのゼロモードが出てくる．

この図から，基本的に level crossing (スペクトル図の E = 0における準位交差) は偶数箇所出ることが
わかる．ただし，kx = 0, πで level crossing がある場合は level crossing は奇数箇所になる．level crossing

が奇数箇所ある場合は，上のバンドと下のバンドを繋ぐモードが少なくとも 1ペア現れることになる．従っ
て，kx = 0, kx = π にゼロモードがあるかどうか調べることが重要になる．
バルクではバンドギャップが閉じていないときにゼロモードがあった場合，定性的にはこれがエッジモー
ドであると考えられる．後の計算で実際にエッジに局在していることは確かめる．
kx = 0, π のところにゼロモードがあったとする．対称性からゼロモードは 2重縮退していて，この部分
空間で Cσy と Ĥ(kx)を同時対角化できる．σxH(k)σx = −H(−k) = H(k)であることと {σx, Cσy} = 0

であることにより，Cσy の固有状態は固有値 1の状態と固有値 −1の状態がそれぞれ一つずつであること
がわかる．つまり大雑把には，奇関数になっているモードと偶関数になっているモードが一つずつあると
いうことになる．これらのモードは端に局在しているので，右端に局在したモードと左端に局在したモー
ドの線型結合を取り直して偶関数，奇関数にしたものがこれら二つのモードだと予想できる．実際，波動関
数が両橋に局在したエネルギー固有状態があった場合，Hamiltonianは局所的であるから，左端の波動関
数を 0にしたものもエネルギー固有状態になっているはずである．従って右端，左端に局在したモードが
crossing していると考えるのが自然であり，それらの線型結合をとった結果，偶関数，奇関数になるものが
出てきたと考えるわけである．
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図 53 対称性から crossing している二つの状態は，もし Cσy の固有状態になっているなら同じ固有値
を持たなければいけないが，一方で kx = 0 では二つの固有値が出てこないといけない．これはありえ
ないので，Cσy の固有状態にはなっていない．より辻褄が会うのは，右端に局在したモードと左端に局
在したモードが crossing しているという状況である．

結局 kx = 0, π にゼロモードがあれば，左と右に局在したエッジ状態が crossing して上下のバンドを繋
いでいそうであるという定性的な予想が立てられた．
このようなバンド構造があれば，バルクの電子輸送 (Wannier center が chern数の数だけ移動する)とも
辻褄があう．従って，Chern数が非自明になっているときには kx = 0 or π に (右端と左端にそれぞれ局在
した)エッジ状態が crossing しているだろうという定性的な理解ができる．

A.5 バルクモード，エッジモードの解析
実際に kx = 0, π にエッジモードがあるかを考えてみる．境界条件を簡単にしつつエッジモードの計算を
するために，左端にのみ開端をつけて半無限系を考える．サイトのインデックスmはm ≥ 1の範囲を動く
とする．

|Φ⟩ =
∑
m

ξma
†
m|0⟩+ ηmb

†
m|0⟩ (A.5.1)

≡
∑
m

ξm|A,m⟩+ ηm|B,m⟩ (A.5.2)

として，

Ĥ|Φ⟩ = E|Φ⟩ (A.5.3)

に代入する．両辺の |A,m⟩, |B,m⟩の係数を比べることにより，(
B − 1

2
1
2 −B

)(
ξm+1

ηm+1

)
+

(
∆− 2B 0

0 −(∆− 2B)

)(
ξm
ηm

)
+

(
B 1

2
− 1

2 −B

)(
ξm−1

ηm−1

)
= E

(
ξm
ηm

)
(A.5.4)

となる．境界条件は (ξm=0, ηm=0) = (0, 0)である．

T := Bσz −
i

2
σy (A.5.5)

∆̄ := ∆− 2B (A.5.6)

と定義すると，この漸化式は，

T

(
ξm+1

ηm+1

)
+ ∆̄σz

(
ξm
ηm

)
+ T †

(
ξm−1

ηm−1

)
= E

(
ξm
ηm

)
(A.5.7)
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と書き直すことができる．ここで解の ansatzとして，(
ξm
ηm

)
= λm

(
ξ
η

)
≡ λm|ϕ⟩ (A.5.8)

を仮定しよう．これを漸化式に代入することで，

E|ϕ⟩ = (λT + ∆̄ + λ−1T †)|ϕ⟩ (A.5.9)

が得られる．つまり |ϕ⟩は，

P := − i

2
(λ− λ−1)σy + (∆̄ +B(λ+ λ−1))σz (A.5.10)

の固有値 E の固有状態になっている．E はエネルギーなので実数でないといけないが，これが満たされる
ためには二つのケースがある.まず一つ目に，P の σy,σz の係数が実であるケースで，二つ目はエネルギー
が 0であるケースである．
一つ目のケースでは λ = eiθ となっている必要がある．このとき，

P = sin θσy + (∆̄ + 2B cos θ)σz (A.5.11)

となっていて，E ̸= 0である．すなわちゼロモードではないので，これは考えたいケースではない．なお，
この場合は |ϕ⟩とエネルギーが同じになるような異なる θは存在しないので，開端の境界条件を満たす（許
される）状態は構成できない．開端ではなく無限に広がっている 1次元系であれば（境界条件がないため
に）許される状態となるが，これはまさに kx = θ, ky = 0の Bloch状態である．
二つ目のケースでは，E = 0ゼロモードを考えているから，これがまさに考えたいケースである．境界
条件を満たすようなゼロモードが構成できる条件を考える．まず，E = 0から，

± i

(
− i

2
(λ− λ−1)

)
= ∆̄ +B(λ+ λ−1) (A.5.12)

⇔ s
1

2
(λ− λ−1) = ∆̄ +B(λ+ λ−1) (s = ±1) (A.5.13)

が必要である．このとき P はただ一つの（ゼロエネルギー）固有状態 (1, s)T をもつ*8．境界条件を満たす
ような解が構成できるためには，

s
1

2
(λ− λ−1) = ∆̄ +B(λ+ λ−1) (A.5.14)

を解いて得られる λ = λ1, λ2 について，λ1 ̸= λ2かつ |λ1|, |λ2| < 1となること*9が必要十分であり，この
とき (

ξm
ηm

)
= (λm1 − λm2 )

(
1
s

)
(ただし s = −sgnB) (A.5.15)

が境界条件を満たすゼロモードを与える．このゼロモードは確かにエッジに局在した（内部にいくにつれて
指数関数的に減衰する）状態になっている．
この条件は結局 2次方程式の解の配置問題であるが，地道に調べることにより，

0 < ∆̄2 < 4B2 ⇔
{
B > 0のとき 0 < ∆ < 4B
B < 0のとき 4B < ∆ < 0

(A.5.16)

*8 TrP = 0, P ̸= 0なので，固有状態が 2つ存在することはあり得ない．
*9 後者の条件はm→ ∞の極限で波動関数が発散しないために必要となる．
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と言い換えることができる．
以上の解析は kx = 0のものだったが，kx = π の場合にも全く同様に考えることができて，ゼロモード
が存在する条件は， {

B > 0のとき 4B < ∆ < 8B
B < 0のとき 8B < ∆ < 4B

(A.5.17)

となる．
結局以上の結果をまとめると，(B > 0のとき) ∆ < 0,∆ > 8B のとき kx = 0, πにゼロモードは存在しない．

0 < ∆ < 4B のとき kx = 0にゼロエッジモードが存在．kx = πには存在しない．
4B < ∆ < 8B のとき kx = πにゼロエッジモードが存在．kx = πには存在しない．

(A.5.18)

となる．従って，0 < ∆ < 4B のときには kx = 0を通るモードによって上下のバンドがつながれることが
わかり，4B < ∆ < 8B のときには kx = πを通るモードによって上下のバンドがつながれることがわかる．
なお，今の kx = 0の解析は系の左端に境界をつけたが，右端に境界をつける場合には |λ̃1|, |λ̃2| > 1と
なるような条件を探すことになる．ゼロモードが存在するためのパラメータの条件 (∆, B の大小関係)は全
く同じであり，結局ゼロモードは(

ξm
ηm

)
= (λm1 − λm2 )

(
1

sgnB

)
: 左端に局在 (A.5.19)(

ξm
ηm

)
= (λ̃m1 − λ̃m2 )

(
1

−sgnB

)
: 右端に局在 (A.5.20)

となることがわかる．従って，これら二つのエッジモードは σx の固有値 sgnB の固有状態であることが分
かる．
波数 kx が 0から少しずれたときに Hamiltonianに入ってくる摂動項は，

sin kxσx (A.5.21)

となるから，摂動的に考えるとき，これらの固有状態はそのまま固有状態になることがわかる*10．従って
kx = 0で crossing がおきるとき，次の図のような状況になっていることがわかる*11．

*10 今はたまたまあった対称性などがら具体的に証明している．しかし，右端に局在した状態と左端に局在した状態が縮退してい
る場合，local な摂動に対するこれらの行列要素が 0になるので，右端に局在した状態と左端に局在した状態が crossing して
いるという描像が一般に成り立つ．

*11 対称性などから予想した定性的な結果が確かめられたことになる．
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図 54 B > 0, 0 < ∆ < 4B のときには左端のエッジモード（右肩上がりのエネルギー分散）と右端の
エッジモード (右肩下がりのエネルギー分散)が kx = 0で crossing して，Chern数 −1と整合的な結
果を与える．B < 0の場合も同様．

A.6 簡単なまとめ
一つシンプルなモデルを仮定して，以下のことを確かめた．

• 一つのモデルに対して，Chern数を計算して，バンドが非自明な構造を持つパラメータの範囲を求
めた．

• Chern数が 0でないときには，電子輸送の観点から上下のバンドを繋ぐ状態が出てきて欲しい．
• 片方の方向に開端をつけた Hamiltonianの対称性をみると，今回の場合には上下のバンドを繋ぐ状
態（ギャップレスなエッジモード）があるかどうかは，kx = 0, π のゼロモードがあるかどうかに帰
着されることが分かる．

• 実際に Chern数が 0でないときに，kx = 0, π にエッジモード（ゼロモード）があることを確かめ，
上下のバンドがつながれることを具体的に確かめた．

• 上下のバンドを繋ぐ状態（対称性から右肩上がりと右肩下がりの二つが出てくる．）は右端と左端の
それぞれに局在したエッジモードであることが確かめられた*12．

• エッジモードの分散関係と Chern数は整合的になっていて，In と Cn の関係がバルクエッジ対応を
満たしていることが確かめられた．（バルクエッジ対応の節では x方向に境界をつけていたが，この
節では．y 方向に境界をつけてしまったので，ペアリングの数え方は符号を変える必要がある．）

物理的な観点（電子輸送など）からは成り立つのが自然である関係（バルクエッジ対応）を実際に，簡単
なモデルで手を動かすことにより確かめられた*13．

付録 B Berry位相
*14この付録では，物理的なモチベーションが分かるように Berry位相を導入し，実際に 2準位系で具体
的な計算を行う．最後に，固体物理で重要となる Chern数の定義を行い，自明な例では Chern数が 0とな

*12 摂動的に考えることにより，kx が 0, π からずれたところでも言えていた．
*13 いろいろな対称性があったから出来た計算だが，実際に手で色々確かめられる系というのはそんなにない気がするので，結構
面白いと思う．あと計算に使った手法とかは割と汎用性があるように思われる．

*14 この付録は物性班 3年の井ノ上が担当しました．
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ることなどを説明した．

B.1 Berry位相，Berry接続，Berry曲率の説明
量子力学で学んだように，系の Hamiltonianが時間に依存しないとき，エネルギー En を持つ固有状態

|ψn⟩は，時間とともに e−iEnt/ℏ |ψn⟩と変化する．
一般に時間に依存する Hamiltonian で記述される系を考えるとき，状態ケットは時間発展のもとで，

e−iEnt/ℏ 以外の位相の変化を受ける．本項ではこの位相因子の導出を目標とする．
さて，Hamiltonian Ĥ が時間変化する場合を考える．この変化が十分ゆっくりであれば，断熱定理に
よって固有状態は時間変化で同じ準位に留まることが示される．
実数のパラメータの組 R = (R1, . . . , RN ) に対して系の Hamiltonian Ĥ[R] が決まるとして，各パラ
メータがR(t)のように時間変化するとする．
単純な類推によれば，それぞれの時間で固有状態の位相は

exp

(
− i

ℏ
Ent

)
−→ exp

(
− i

ℏ

∫ t

0

En[R(t′)]dt′
)

(B.1.1)

と変化するように思えるが，実際にはパラメータR(t)の断熱変化のもとで波動関数には余分な位相因子が
付く．この変化分を iγn(t)として

|ψn; t⟩ = exp

(
iγn(t)−

i

ℏ

∫ t

0

En[R(t′)]dt′
)
|n,R(t)⟩ (B.1.2)

と書く．ここで |n,R(t)⟩はそれぞれの時刻 tにおける Ĥ[R(t)]のエネルギー En[R(t)]の固有状態である．
第二項は通常の位相変化である．この γn を Berry位相と呼ぶ．

B.1.1 γn を求める
(B.1.2)式の波動関数も Schrödinger方程式に従うことを思い出して

iℏ
∂

∂t
|ψn; t⟩ = Ĥ[R(t)] |ψn; t⟩ (B.1.3)

に代入すると，

0 = (Ĥ − iℏ
∂

∂t
) |ψn; t⟩ (B.1.4)

= (Ĥ − iℏ
∂

∂t
) exp

(
iγn(t)−

i

ℏ

∫ t

0

En[R(t′)]dt′
)
|n,R(t)⟩ (B.1.5)

= exp

[
iγn(t)−

i

ℏ

∫ t

0

En[R(t′)]dt′
]
·
(
Ĥ + ℏ

dγn
dt

− En[R(t)]− iℏ
∂

∂t

)
|n,R(t)⟩ (B.1.6)

となる．左から ⟨n,R(t)|を掛けて
dγn
dt

= i ⟨n,R(t)| ∂
∂t

|n,R(t)⟩ (B.1.7)

= i ⟨n,R(t)| ∂

∂R(t)
|n,R(t)⟩ · ˙R(t) (B.1.8)

という形の式を得る．
従って，t = 0 から t = T の間にパラメータ空間において R(t) が閉曲線 C を描く場合，Berry 位相

γn[C]は

γn[C] =

∫ T

0

dtṘ(t) · i ⟨n,R(t)|∇R |n,R(t)⟩ (B.1.9)
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となる．この式を書き換えると

γn[C] =

∮
C

dR · i ⟨n,R|∇R |n,R⟩ (B.1.10)

≡
∮
C

dR ·An(R) (B.1.11)

≡
∫
S

dS ·Bn(R) Stokesの定理 (B.1.12)

と書ける（S は ∂S = C を満たす曲面）．ここで Berry接続，Berry曲率をそれぞれ

An(R) = i ⟨n,R(t)| ∂

∂R(t)
|n,R(t)⟩ (B.1.13)

Bn(R) = ∇R ×An(R) (B.1.14)

と定義した．このように書くと Berry位相 γn[C]は（十分ゆっくりであれば）パラメータがどのように時
間変化したかによらず，パラメータ空間内での軌跡のみによって決まることが分かる．このような意味で，
Berry位相は幾何学的な位相と呼ばれる．
固有状態の位相の取り方を変えるとベリー接続は変化してしまうが，ベリー曲率は変化しない．このよう
な Berry接続の自由度をゲージ自由度という．

B.2 二準位系での Berry位相の計算
Berry位相を計算する上で簡単な例である二準位系を通して Berry位相の量子化を見てみる．二準位系
の Hamiltonianは一般的に

H[R] = R · σ (B.2.1)

として書くことができる．ここで σ = (σx, σy, σz)は，

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
(B.2.2)

であり，これらはパウリ行列と呼ばれるものである．*15

基底として |↑⟩ =

(
1

0

)
, |↓⟩ =

(
0

1

)
を選ぶ．いま，R = (R sin θ cosϕ,R sin θ sinϕ,R cos θ)とする．こ

のとき Hamiltonianは

H[R] = R(sin θ cosϕ)σx +R(sin θ sinϕ)σy +R(cos θ)σz (B.2.4)

= R

(
cos θ sin θ · e−iϕ

sin θ · eiϕ − cos θ

)
(B.2.5)

となる．
固有値 λに対する固有値方程式は∣∣∣∣R cos θ − λ R sin θ · e−iϕ

R sin θ · eiϕ −R cos θ − λ

∣∣∣∣ = R2

((
λ

R

)2

− 1

)
= 0 (B.2.6)

*15 一般に 2× 2のエルミート行列 Aは I を 2× 2の単位行列として，実数 a, b, c, dを用いて
A = aI + bσx + cσy + dσz (B.2.3)

のように書くことができる．ここでは単位行列の定数倍を足す自由度は Berry位相には影響しないのでここでは無視して考え
ることにしている．
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より，固有値は λ = ±Rとわかる．対応する固有ベクトルはそれぞれ(
cos θ sin θ · e−iϕ

sin θ · eiϕ − cos θ

)(
α
β

)
= ±

(
α
β

)
(B.2.7)

を満たす．この方程式は解けて

|+,R⟩ =
(
e−iϕ/2 cos θ2
eiϕ/2 sin θ

2

)
, |−,R⟩ =

(
e−iϕ/2 sin θ

2

−eiϕ/2 cos θ2

)
(B.2.8)

と求められる．
一般に固有ケットには位相の自由度があるので，固有ケットは次のように書ける．

|+,R⟩ = e−iψ/2
(
e−iϕ/2 cos θ2
eiϕ/2 sin θ

2

)
(B.2.9)

|−,R⟩ = e−iψ/2
(
e−iϕ/2 sin θ

2

−eiϕ/2 cos θ2

)
(B.2.10)

ここで ψ はパラメータRを変数とする実数値関数である．これらの固有ケットを使ってそれぞれの準位に
ついて式 (B.1.13)の Berry接続を計算すると．

A+(R) = i ⟨+,R|∇ |+,R⟩ (B.2.11)

= ieiψ/2
(
eiϕ/2 cos

θ

2
, e−iϕ/2 sin

θ

2

)
×∇

(
e−i(ψ+ϕ)/2 cos θ2
e−i(ψ−ϕ)/2 sin θ

2

)
(B.2.12)

= ieiψ/2
(
eiϕ/2 cos

θ

2
, e−iϕ/2 sin

θ

2

)
×
(

−i∇(ψ+ϕ)
2 e

−i(ψ+ϕ)
2 cos θ2 + e

−i(ψ+ϕ)
2 · ∇

(
θ
2

)
·
(
− sin θ

2

)
−i∇(ψ−ϕ)

2 e
−i(ψ−ϕ)

2 sin θ
2 + e

−i(ψ−ϕ)
2 · ∇

(
θ
2

)
· cos θ2

)
(B.2.13)

= i

(
cos

θ

2
, sin

θ

2

)
×
(

−i∇(ψ+ϕ)
2 cos θ2 +∇

(
θ
2

)
·
(
− sin θ

2

)
−i∇(ψ−ϕ)

2 sin θ
2 +∇

(
θ
2

)
· cos θ2

)
(B.2.14)

= i

[
− i

2
∇ψ − i

2
∇ϕ ·

(
cos2

θ

2
− sin2

θ

2

)]
(B.2.15)

=
1

2
(∇ψ +∇ϕ cos θ) (B.2.16)

と計算できる．
∇ϕ について，球面座標系での勾配は ∇ = er

∂
∂r + eθ

1
r
∂
∂θ + eϕ

1
r sin θ

∂
∂ϕ だったから ∇ϕ = 1

r sin θeϕ と
なって θ = 0, π の部分でこの値は特異的になってしまう．これを避けるために，次のように ψ をうまく選
んでA+ が特異にならないように接続を書く．

ψ = −ϕ, AN
+ (R) =

1

2
· (−1 + cos θ)∇ϕ =

−1 + cos θ

2R sin θ
eϕ (B.2.17)

ψ = +ϕ, AS
+ (R) =

1

2
· (+1 + cos θ)∇ϕ =

+1 + cos θ

2R sin θ
eϕ (B.2.18)

式 (B.2.17) は θ = π については特異的であるが，θ = 0 については特異的ではない．逆に (B.2.18) は
θ = 0については特異的であるが，θ = π については特異的ではない．よって式 (B.2.17)を θ ≥ 0の上半
面について用い，式 (B.2.18)を下半面について適用すればうまく接続が定義できる．
なお，二つの接続の差を計算すると，

AN
+ (R)−AS

+(R) =
−1

R sin θ
eϕ = −∇ϕ (B.2.19)

となるので，確かにAN
+ (R)とAS

+(R)は同じベリー曲率B+(R)を与えることが分かる．
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また，|−,R⟩についての接続A− は，式 (B.2.9)，(B.2.10)を見ると
θ → π − θ, ϕ→ ϕ+ π, ψ → ψ − π (B.2.20)

としてやれば |+,R⟩は |−,R⟩に移り変わるから，先の結果を利用することができる．

A−(R) =
1

2
(+∇ψ −∇ϕ cos θ) (B.2.21)

であるから，上半面と下半面の接続が以下のように書き下せる．

ψ = +ϕ, AN
− (R) =

1

2
· (+1− cos θ)∇ϕ =

+1− cos θ

2R sin θ
eϕ (B.2.22)

ψ = −ϕ, AS
− (R) =

1

2
· (−1− cos θ)∇ϕ =

−1− cos θ

2R sin θ
eϕ (B.2.23)

この場合もベリー接続の差はAN
+ (R)−AS

+(R) = ∇ϕとなり，二つが同じベリー曲率を与えることが確認
できる．
Berry接続が求まったので Berry曲率が計算できる．球面座標系での rotは，ベクトル解析の公式より

∇×A =

(
1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAϕ)−

1

r sin θ

∂Aθ
∂ϕ

)
er (B.2.24)

+

(
1

r sin θ

∂Ar
∂ϕ

− 1

r

∂

∂r
(rAϕ)

)
eθ +

(
1

r

∂

∂r
(rAθ)−

1

r

∂Ar
∂θ

)
eϕ (B.2.25)

であった．接続A± は eϕ 成分しか持たないから，例えばAN
+ について計算してみると

∇×AN
+ =

1

R sin θ

∂

∂θ
(Aϕ sin θ) eR − 1

R

∂

∂R
(AϕR)eθ (B.2.26)

=
1

R sin θ

∂

∂θ

(
−1 + cos θ

2R sin θ
sin θ

)
eR − 1

R

∂

∂R

(
−1 + cos θ

2R sin θ
R

)
eθ (B.2.27)

=
1

R sin θ

− sin θ

2R
eR + 0 (B.2.28)

= −1

2

R

R3
(B.2.29)

となる．他も同様に計算すると
B±(R) = ∇×AN

± (R) = ∇×AS
±(R) (B.2.30)

= ∓1

2

R

R3
(B.2.31)

が得られる．*16
従って経路 C を通るときの Berry位相は γ± が E = ±|R| のエネルギー準位に対応するとして，Berry

位相 γ[C]± は

γ[C]± =

∮
C

dR ·An(R) (B.2.32)

=

∫
D

dS ·Bn,±(R) (D は∂D = C を満たす，ある閉曲面) (B.2.33)

= ∓1

2

∫
D

êr
R2

(
R2 sin θ

)
êrdθdϕ (B.2.34)

= ∓1

2

∫
D

sin θdθdϕ (B.2.35)

= ∓Ω

2
(B.2.36)

*16 N と S で同じB が得られることは Berry曲率がゲージによらないことから明かなことであった．
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と書ける．ここで Ωは閉曲線 C が囲む立体角である．

B.3 チャーン数
パラメータ空間が境界のないコンパクトな 2次元多様体であるとする．
Berry接続Bn,± をこのパラメータ空間全体に渡って積分した値は (第一)Chern数と呼ばれ

C1 =
1

2π

∮
S

B · dS (B.3.1)

として定義される．この値 C1 は整数になることが知られている．
実際今回の二準位系の例でパラメータ R の大きさが |R| = R に制限されているときを考える．このと
き，パラメータ空間は半径が R の球面となり，Chern 数が定義できる条件を満たしている．このとき，
Chern数を計算してみると

C1,± =
1

2π

∮
S

± sin θdθdϕ

2
= ± 1

4π

∫
S

dΩ = ±1 (B.3.2)

となり，確かに整数になっていることがわかる．
今回の二準位系の計算では，パラメータ空間上全体で固有状態を滑らかに取ることはできなかった．も
し全体で固有状態を滑らかに取ることができるならば，Berry接続Aはグローバルに滑らかな関数になる．
このようなとき一般に Chern数はゼロになることが言える．
実際，B をベリー曲率として

C1 =
1

2π

∮
S

B · dS (B.3.3)

=
1

2π

∮
S

∇×A · dS (B.3.4)

=
1

2π

∫
∂S=∅

A · dr (B.3.5)

= 0 (B.3.6)

となり，確かに Chern数がゼロとなることが分かる．*17

参考文献
[1] 野村健太郎『トポロジカル絶縁体・超伝導体』(丸善出版，東京，2016).

C Blochの定理
*18結晶は秩序だった構造を持つ固体であり，原子・分子やイオンが周期的に配列をなしている．構造の
周期性からポテンシャルにも周期性を要請することができる．ここから Schrödinger方程式の解に位相因
子分を除いた周期性が現れることになる．これは Blochの定理と呼ばれ，Blochの定理を満たす関数 (状
態)のことを Bloch関数 (状態)と呼ぶ．

*17 変形を見れば分かるように，パラメータ空間に境界がないことが重要となる．
*18 この付録は物性班 3年の渡邉が担当しました．
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Blochの定理� �
結晶中の 1電子の Schrödinger方程式(

− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ (r) = Eψ(r)

を考え，ポテンシャル V (r)が周期的であるとする．つまり V (r +Rn) = V (r)(但し，Rn は格子ベ
クトル)が成り立つとする．このときエネルギー固有関数aは

ψ(r +Rn) = eik·Rnψ(r)

を満たすようにとれる．b

a φ(r)は状態ケット |φ⟩であってもよい．以下の証明で φ(r)を |φ⟩と読み替えれば全く同じことが言えるためである．
b ここで導入した kは波数ベクトルと呼ばれ，単位長さ (の変位)あたりの位相を与える．Bloch状態は波数 kと Landau

準位の番号 nで特徴付けられる．� �
Proof. 時間に依存しない Schrödinger方程式は，{

− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

}
︸ ︷︷ ︸

Ĥ(r)

ψ(r) = Eψ(r) (C.0.1)

V (r +Rn) = V (r) (C.0.2)

である．(C.0.1)，(C.0.2)より

Ĥ(r +Rn) = Ĥ(r) (C.0.3)

を得る．ここで空間並進演算子 T̂Rn を

T̂Rn
f(r) = f(r +Rn) (C.0.4)

と定義する．(C.0.3)，(C.0.4)より

T̂Rn
Ĥ(r)ψ(r) = Ĥ(r +Rn)ψ(r +Rn)

= Ĥ(r)ψ(r +Rn)

= Ĥ(r)T̂Rn
ψ(r)

∴
[
T̂Rn

, Ĥ(r)
]
= 0

を得る．従って，T̂Rn
と Ĥ(r)は可換である．

さらに，空間並進演算子 T̂a1 , T̂a2 , T̂a3 も可換となる．
以上により，T̂a1 , T̂a2 , T̂a3 , Ĥ(r)が可換である．ゆえに，Hamiltonianの固有関数 ψ(r)は空間並進
演算子 T̂aj の固有関数にとることができる．このとき，ψ(r)は格子ベクトル Rn 分の空間並進演算子
T̂Rn

の固有関数にもなっている．T̂Rn
に対する固有値を C(Rn)と書くことにすると，

T̂Rnψ(r) = C(Rn)ψ(r) (C.0.5)

と書くことができる．
また空間並進演算子の可換性より

C(R1 +R2) = C(R1)C(R2) (C.0.6)
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である．
ここで

∣∣∣T̂Rn
ψ(r)

∣∣∣2 = |ψ(r)|2 = 1と規格化されているから T̂Rn
はユニタリーである．従って固有値

C(Rn)の絶対値は 1となる．
|C(Rn)| = 1 (C.0.7)

(C.0.6)，(C.0.7)より基本並進演算子の固有値は

C(aj) = exp (2πiθj) (θj : aj に対応する位相)

と表せる．
並進ベクトルRn は基本並進ベクトル a1,a2,a3 の整数倍の和で表せるので，Rn = n1a1 + n2a2 +

n3a3 (nj ∈ Z, j = 1, 2, 3)とおくと，(C.0.6)により，

C(Rn) = C(n1a1 + n2a2 + n3a3)

= C(n1a1)C(n2a2)C(n3a3)

= C(a1)
n1C(a2)

n2C(a3)
n3

= exp[2πi(n1θ1 + n2θ2 + n3θ3)]

が成立する．ここで

ai · bj = 2πδij

となるように bj (j = 1, 2, 3)を取り，

k = θ1b1 + θ2b2 + θ3b3

とおくと
C(Rn) = exp [2πi(n1θ1 + n2θ2 + n3θ3)] = exp (ik ·Rn)

となり，証明が終了する．

定理のイメージポテンシャルが周期的なら波動関数も

ψ(r +Rn) = ψ(r)

のように周期的に戻って欲しいと思うかも知れない．しかし，量子力学的な状態は位相の違いを区別するこ
とができないのだった．それゆえ，格子ベクトル分の並進を経て同じポテンシャルに至ってもずれの因子
eik·Rn が波動関数にかかることになると考えれば上の主張は自然に思える．

参考文献
[1] 野村健太郎『トポロジカル絶縁体・超伝導体』(丸善出版，東京，2016).

[2] 矢口裕之『初歩から学ぶ固体物理学』(講談社，東京，2017).
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