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1 EPR論文
1935年に，Einstein, Podolsky, Rosenの 3人によって，EPR論文として有名な論文が出されました [1]．これは，「量子論
が正しいとすると，波動関数による物理的実在の記述は不完全である」ことを主張するものでした*1．完全な理論とは，物
理的実在のあらゆる要素がその理論のなかに必ず一つの対応物を持っているような理論のことを言います．つまり EPR論
文の主張は，波動関数を用いた量子論には，物理的実在の各要素に対応する要素が全ては含まれていない，ということです．
まずこの主張が展開される過程を見ていきます．物理量が実在すると言えるための十分条件として，次の判断基準を設定
します：

ある物理量の値を，その物理量を持つ系の状態を乱すことなく正確に (つまり，確率 1で)予言できるならば，その
物理量は実在する

これはあくまで理に適う判断基準程度のもので，包括的な定義ではありません*2．
ここからは量子論で，一次元自由粒子について考えます．量子論における基本概念は”状態”で，波動関数 ψ で完全に特徴
付けられるとします．ψ は粒子の振る舞いを記述する変数の関数です．また可観測量を Aとし，これを記述する演算子も A

で表します．ψ が Aの固有関数なら，
Aψ = aψ (1)

となります．ここで aは Aの固有値です．よって物理量 Aは，粒子が状態 ψ にあるときはいつでも確定した値 aをもちま
す．つまり実在の判断基準に従うと，(1)を満たす状態 ψ にある粒子に対して，物理量 Aが実在すると言えます．

例
波動関数 ψ を

ψ(x) = e
ip0
h̄ x (2)

とします．ここで p0 は定数，xは独立変数です．粒子の運動量に対応する演算子は

p =−ih̄
∂
∂x

(3)

なので,

pψ =−ih̄
∂ψ
∂x

= p0ψ (4)

を得ます．従って (2)の状態 ψ では，運動量は確実に値 p0 をもちます．すなわち (2)の状態 ψ にある粒子の運動量は実在
すると言えます．一方でもし (1)が成立しなければ，物理量 Aが決まった値を持つと言うことが決して言えなくなります．
例えば粒子の座標を考えてみます．これに対応する演算子 (qとする)は，独立変数 xをかける，という演算子です．つまり，
cを定数として

qψ = xψ ̸= cψ (5)

*1 「量子論は間違いだ！」という主張ではありません．
*2 論文の最後でも「実在の基準が十分に制限的でないため，得た結論に背くものが存在しうる．」と述べています．
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となります．量子論では，粒子が aと bの間にある相対確率が

P(a,b) =
∫ b

a
ψψ dx =

∫ b

a
1dx = b−a (6)

である，としか言えません．したがって (2)の状態にある粒子については，座標の決まった値は予言できません*3．以上のこ
とから得られる結論は

粒子の運動量が知られているとき，その座標は物理的実在を持たない

です．

より一般に量子力学では以下が示されます：

物理量 A,Bを表す演算子が非可換，つまり [A,B] ̸= 0ならば，2つのうちの一方の値が正確に分かっているとき，他
方の値は正確には分からない*4

したがって，量子論が正しいとすると,次の ⋄1, ⋄2のいずれかが成り立ちます：

⋄1波動関数による状態の記述は不完全である
⋄2 [A,B] ̸= 0の 2つの物理量は同時に実在しない

以下，「⋄1が偽」⇒「⋄2が偽」となること，さらにそれによって ⋄1が真であることを示します．
2つの系 I, IIを考え，適当な時間 t = 0 ∼ t = T で相互作用させます．ここで t < 0での両系の状態は分かっているものと
し，T < t では一切相互作用しないものとします．また任意の T < t について，I+ II系の波動関数を ψ とします．a1, a2,

. . . を系 Iに関係するある物理量 Aの固有値とし，u1(x1), u2(x1), . . . を対応する固有関数とします．x1 は系 Iの変数です．
このとき ψ は

ψ(x1,x2) =
∞

∑
n=1

φn(x2)un(x1) (7)

と表すことができます．物理量 Aが測定され，値 ak を持つことが分かったとすると，測定後に系 Iは波動関数 uk(x1)，系 II
は波動関数 φk(x2)の状態にあると結論できます．関数系 {un(x1)}は物理量 Aの選び方によって決まります．もし Aの代わ
りに固有値 b1, b2, . . . と固有関数 v1(x1), v2(x1), . . . を持つ物理量 Bを選んだとすると，(7)の代わりに

ψ(x1,x2) =
∞

∑
m=1

ϕm(x2)vm(x1) (8)

という展開が得られます．Bが測定され，値 br を持つことが分かったとすると，測定後に系 Iは波動関数 vr(x1)，系 IIは波
動関数 ϕr(x2)の状態にあると結論できます．したがって，系 Iに対する異なる 2つの測定の結果として，系 IIは異なる 2

つの波動関数の状態になります．その一方で，測定の瞬間に 2つの系は一切相互作用しないので，系 Iに起こったいかなる
ことの結果としても系 IIにおいて実在の変化は起こり得ません．つまり，系 Iで Aか Bのどちらを測定しても，系 IIの状
態は変わりません．よって 2つの異なる波動関数 φk, ϕr を「系 Iとの相互作用の後の系 II」という同じ実在に割り当てるこ
とができます．
ところで，2つの波動関数 φk, ϕr が，それぞれ系 IIの物理量 P,Qに対応する 2つの非可換な演算子の固有関数である，と
いうことが起こり得ます．

例
2つの系を 2つの粒子とし，系 I+ IIの波動関数 ψ を

ψ(x1,x2) =
∫ ∞

−∞
e

ip
h̄ (x1−x2+x0) d p (9)

とします．x0 は定数です．Aを粒子 1の運動量であるとすると，その固有値 pに対応する固有関数は

up(x1) = e
ip
h̄ x1 (10)

*3 直接測定によって決まった値が得られるかもしれませんが，これは系の状態を変えてしまうため実在の判断基準にそぐいません．
*4 どんな状態に対しても不確定関係:⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4 |⟨[A,B]⟩|
2 が成り立ちます．
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となります．連続スペクトルの場合，(7)は

ψ(x1,x2) =
∫ ∞

−∞
φp(x2)up(x1)d p (11)

と書き換えられます．ここで (9), (10)より
φp(x2) = e−

ip
h̄ (x2−x0) (12)

です．しかしこの φp は，演算子
P =−ih̄

∂
∂x2

(13)

の，粒子 2の運動量の固有値 −pに対応する固有関数です．一方で Bが粒子 1の座標であるとすると，それは固有値 xの固
有関数として

vx(x1) = δ (x1 − x) (14)

をもちます．このとき (8)は
ψ(x1,x2) =

∫ ∞

−∞
ϕx(x2)vx(x1)dx (15)

と書き換えられます．ここで，(14), (15)より

ϕx(x2) =
∫ ∞

−∞
e−i p

h̄ (x−x2+x0) d p

= h̄
∫ ∞

−∞
e−i p

h̄ (x−x2+x0)
d p
h̄

= h · 1
2π

∫ ∞

−∞
e−ik(x−x2+x0) dk

( p
h̄
= kとおいた

)
= hδ (x− x2 + x0) (16)

です．しかし，この ϕx は演算子
Q = x2 (17)

の，粒子 2の座標の固有値 x+ x0 に対する固有関数です．(13), (17)より

[P,Q] = PQ−QP =−ih̄ ̸= 0 (18)

となることより，φp と ϕx は，物理量 P,Qに対応する非可換な 2つの演算子の固有関数です．

一般の (7), (8)に戻って，φk と ϕr が固有値 pk,qr に対応する非可換な演算子 P,Qの固有関数であると仮定します．物理量
Aと Pが対応し (上の例ではそれぞれ系 I, IIの粒子の運動量)，物理量 Bと Qが対応しています (上の例ではそれぞれ系 I,

IIの粒子の座標)．系 Iで Aを測定することによって，系 IIを乱すことなく正確に物理量 Pの値 pk を予言することができ
ます．実在の判断基準に従うと，物理量 Pが実在すると言えます．一方，系 Iで Bを測定することによって，系 IIを乱すこ
となく正確に物理量 Qの値 qr を予言することができます．実在の判断基準に従うと，物理量 Qが実在すると言えます．し
かし，φk と ϕr は同じ実在に割り当てられます．よって，波動関数が物理的実在の完全な記述を与えると仮定すると，非可
換な演算子に対応する 2つの物理量が同時に実在しうる，という結論が得られます．したがって「⋄1が偽ならば ⋄2が偽」
となりますが，⋄1か ⋄2のいずれかは真でなければならないので，⋄1が真，つまり

波動関数によって与えられる量子力学の記述は不完全である

という結論が得られます．

2 局所実在論
前節で説明した EPR論文は「局所実在論を仮定すると量子論は完全な理論ではなく，その不完全性を補完するための隠れ
た変数を導入するべきである」という議論に発展しました．以降で，局所実在論と隠れた変数理論の仮定を述べ，Bellの不
等式，CHSH不等式を導出します．
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2.1 局所実在論と隠れた変数理論
まず，2つの測定が互いに離れたところで行われる場合，一方の測定結果が (光速を超えて)他方で得られる結果に影響し
ない，ということを仮定します．これが「局所性」です．次に，任意の測定結果が測定前からあらかじめ決まっている，と
いうことを仮定します．これが「実在性」です．この局所性と実在性を仮定した理論が「局所実在論」です．
ここで隠れた (すなわち，私たちが気づけていない)変数 λ を導入します．この変数が 1変数であろうと変数の組であろ
うと関数の組であろうと，また離散変数であろうと連続変数であろうと，まとめて λ と表します．量子論で測定結果が確率
的に得られるように思われるのは私たちが変数 λ をよく知らないためであり，λ によって測定結果は測定前から決まってい
る，つまり実在性が保証されていると考えます．また局所性の仮定より，λ の確率分布が測定とは独立であることを要請し
ます．このような変数 λ を用いて決定論的な記述を試みる理論を「隠れた変数理論」と言います．

2.2 Bellの不等式
Bellの不等式を導出するために，一重項状態 (総スピンが 0)のスピン 1/2のペアを考えます．ある地点でこのペアを用意

して互いに逆方向に飛ばし，遠く離れた 2地点で測定を行います．2つのスピンを −→σ1, −→σ2 とし，これらを特定の方向で測定
します．量子論によると，−→a をある単位ベクトルとして，−→σ1 ·−→a の測定値が +1であったら，−→σ2 ·−→a の測定値は −1となり
ます．これを局所実在論，隠れた変数理論を仮定して，λ によってあらかじめ測定結果が決まっているのだと考えます．つ
まり，−→σ1 ·−→a を測定した結果 Aは −→a と λ によって決定され，−→σ2 ·

−→
b を測定した結果 Bは −→

b と λ によって決定されると考
えます．すると，

A(−→a ,λ ) =±1, B(
−→
b ,λ ) =±1 (19)

と表現できます．
ρ(λ )を λ の確率分布とすると，2つの測定結果 −→σ1 ·−→a , −→σ2 ·

−→
b の積の期待値は

P(−→a ,
−→
b ) =

∫
ρ(λ )A(−→a ,λ )B(

−→
b ,λ )dλ (20)

となります．ここで λ の確率分布を ρ(λ )と書いていますが，これは λ の分布が測定器の設定 −→a ,
−→
b とは独立である，と

いうことを仮定しています．λ の確率分布が測定器の設定 −→a ,
−→
b に依存すると，A,Bもそれぞれ −→

b , −→a に依存することに
なってしまい，「遠く離れた測定器の一方の設定が他方に影響しない」という局所性の仮定に反してしまいます．実験によっ
て Bellの不等式の破れを確認する際には，この仮定が再現されるように設定しなければなりません．
この Pの絶対値は 1を超えません：∣∣∣P(−→a ,

−→
b )

∣∣∣= ∣∣∣∣∫ ρ(λ )A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )dλ

∣∣∣∣
≤

∫ ∣∣∣ρ(λ )A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

∣∣∣dλ

=
∫

ρ(λ )
∣∣∣A(−→a ,λ )B(

−→
b ,λ )

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1 (∵ (19))

dλ (∵ ρ(λ )≥ 0)

=
∫

ρ(λ )dλ

= 1 (∵ 確率の総和は１)

−→σ2 を測定する別の方向を −→c とすると

P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,−→c ) =

∫
ρ(λ )

[
A(−→a ,λ )B(

−→
b ,λ )−A(−→a ,λ )B(−→c ,λ )

]
dλ

=
∫

ρ(λ )A(−→a ,λ )
[
B(
−→
b ,λ )−B(−→c ,λ )

]
dλ

=
∫

ρ(λ )A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

[
1−B(

−→
b ,λ )B(−→c ,λ )

]
dλ (∵ B(

−→
b ,λ )2 = 1) (21)
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となります．よって絶対値をとると∣∣∣P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,−→c )

∣∣∣= ∣∣∣∣∫ ρ(λ )A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

[
1−B(

−→
b ,λ )B(−→c ,λ )

]
dλ

∣∣∣∣
≤

∫
ρ(λ )

∣∣∣A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

∣∣∣ ∣∣∣1−B(
−→
b ,λ )B(−→c ,λ )

∣∣∣dλ

=
∫

ρ(λ )
[
1−B(

−→
b ,λ )B(−→c ,λ )

]
dλ

=
∫

ρ(λ )dλ −
∫

ρ(λ )B(
−→
b ,λ )B(−→c ,λ )dλ (22)

となります．ここで，スピンを同じ方向に測ると測定値 A,Bが互いに逆符号になる，すなわち

B(
−→
b ,λ ) =−A(

−→
b ,λ ) (23)

が成り立つことより， ∣∣∣P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,−→c )

∣∣∣≤ ∫
ρ(λ )dλ −

∫
ρ(λ )B(

−→
b ,λ )B(−→c ,λ )dλ

=
∫

ρ(λ )dλ +
∫

ρ(λ )A(
−→
b ,λ )B(−→c ,λ )dλ

= 1+P(
−→
b ,−→c ) (24)

したがって，Bellの不等式 ∣∣∣P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,−→c )

∣∣∣≤ 1+P(
−→
b ,−→c ) (25)

が得られます．

2.3 CHSH不等式
−→
a′ ,

−→
b′ をそれぞれ −→σ1, −→σ2 を測定する測定器の −→a ,

−→
b と一般に異なる設定とすると

P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,

−→
b′ ) =

∫ [
A(−→a ,λ )B(

−→
b ,λ )−A(−→a ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

]
ρ(λ )dλ

=
∫ [

A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )±A(−→a ,λ )A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

]
ρ(λ )dλ

−
∫ [

±A(−→a ,λ )A(
−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )B(

−→
b′ ,λ )+A(−→a ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

]
ρ(λ )dλ

=
∫

A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

{
1±A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

}
ρ(λ )dλ

−
∫

A(−→a ,λ )B(
−→
b′ ,λ )

{
1±A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )

}
ρ(λ )dλ (26)

が得られます．絶対値を取ると∣∣∣P(−→a ,
−→
b )−P(−→a ,

−→
b′ )

∣∣∣≤ ∣∣∣∣∫ A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

{
1±A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

}
ρ(λ )dλ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ A(−→a ,λ )B(
−→
b′ ,λ )

{
1±A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )

}
ρ(λ )dλ

∣∣∣∣
≤

∫ ∣∣∣A(−→a ,λ )B(
−→
b ,λ )

∣∣∣ ∣∣∣1±A(
−→
a′ ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

∣∣∣ρ(λ )dλ

+
∫ ∣∣∣A(−→a ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

∣∣∣ ∣∣∣1±A(
−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )

∣∣∣ρ(λ )dλ

=
∫ {

1±A(
−→
a′ ,λ )B(

−→
b′ ,λ )

}
ρ(λ )dλ +

∫ {
1±A(

−→
a′ ,λ )B(

−→
b ,λ )

}
ρ(λ )dλ

= 2±
{

P(
−→
a′ ,

−→
b′ )+P(

−→
a′ ,

−→
b )

}
したがって， ∣∣∣P(−→a ,

−→
b )−P(−→a ,

−→
b′ )

∣∣∣∓{
P(
−→
a′ ,

−→
b′ )+P(

−→
a′ ,

−→
b )

}
≤ 2∣∣∣P(−→a ,

−→
b )−P(−→a ,

−→
b′ )

∣∣∣+ ∣∣∣P(−→a′ ,−→b′ )+P(
−→
a′ ,

−→
b )

∣∣∣≤ 2

∴
∣∣∣P(−→a ,

−→
b )−P(−→a ,

−→
b′ )+P(

−→
a′ ,

−→
b′ )+P(

−→
a′ ,

−→
b )

∣∣∣≤ 2 (27)
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が得られます．あるいは | |の中身を Sとおいて
−2 ≤ S ≤ 2 (28)

とも書かれます．この不等式は Clauser, Holt, Horne, Shimonyによって初めて導かれたので，CHSH不等式という名がつい
ていますが，これは Bellの不等式のうちのひとつです*5．
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