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1. はじめに
ここでは，entangled状態を紹介し，その特別な場合に Clauser-Horne-Shimony-Holt（CHSH）不等式が量子論の枠
組みの中で破られるということを述べる．さらに，実際の実験においても Bellの不等式の破れが観測されているとい
うことを述べて，局所実在論には限界があることを述べる．

2. 合成系の状態と entanglement
以下では，合成系について考えるので，初めに，合成系の取り扱い方を確認する．

2 つの量子系 A, B を考えて，それぞれの Hilbert 空間がHA, HB であるとする．HA の正規直交基底を {|ψi⟩}，
HB の正規直交基底を {|ϕj⟩}とかくことにする．HA の状態が |ψi⟩，HB の状態が |ϕj⟩である時，合成系 AB の状

態はテンソル積∗1で，|ψi⟩ ⊗ |ϕj⟩，あるいは，|ψi⟩ |ϕj⟩，|ψiϕj⟩とかく．あるいは，|ψi⟩A |ϕj⟩B などと A, B を明示
する場合もある．ここで，{|ψi⟩ |ϕj⟩}は合成系の Hilbert空間の基底である．実際，

⟨ψi′ | ⟨ϕj′ |ψi⟩ |ϕj⟩ = δii′δjj′ (1)

と定義すると，これは正規直交基底となる．

一般に合成系の状態ベクトルは，複素数 cij に対し，∑
ij

cij |ψi⟩ |ϕj⟩ (2)

とかける．特に，系 Aの状態が |ψ⟩ =
∑

i ai |ψi⟩，系 B の状態が |ϕ⟩ =
∑

j bj |ϕj⟩と書ける時，

|ψ⟩ |ϕ⟩ =
∑

ij

aibj |ψi⟩ |ϕj⟩ . (3)

この様に，合成系の状態が部分系の状態の積で書かれているとき，合成系の状態は積状態であるという．合成系の状

態が純粋状態である場合は，積状態のことを separable状態ともいう．そして，separableでない状態を entangled状
態という．例えば，

∑
i ci |ψi⟩ |ϕi⟩∗2は，(3)の例と同じ様に考えると，積の形にかけていない．

系 A の演算子は Â =
∑

ij αij |ψi⟩ ⟨ψj |，系 B の演算子は B̂ =
∑

mn βmn |ϕm⟩ ⟨ϕn| と書ける．これらのテンソル
積を，

Â⊗ B̂ =
∑

ijmn

αijβmn |ψi⟩ ⟨ψj | ⊗ |ϕm⟩ ⟨ϕn|

=
∑

ijmn

αijβmn |ψi⟩ |ϕj⟩ ⟨ψj | ⟨ϕn| (4)

と定義すると，これが合成系 AB の演算子であることがわかる．

先に，entangled状態（separableでない状態）について述べたが，次にその具体例として有名な Bell状態（EPR∗3状

態）を紹介する．qubit∗4|0⟩，|1⟩と，それらからなる 2-qubit系を考える．2-qubit系の 4次元 Hilbert空間の正規

∗1 テンソル積が一体何か分からない方は，「適当な前提の下に，Aの状態を表す |ψi⟩と B の状態を表す |ϕj⟩を並べると，合成系 AB の状態
を表せる．」という風に読み進めると良いと思われる．

∗2 ci ̸= 0となる iが 2つ以上あるとする．
∗3 Einstein-Podolsky-Rosenの頭文字．

∗4 2準位系．顕に書けば，|0⟩ =
(

1
0

)
, |1⟩ =

(
0
1

)
．
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直交基底は例えば，
{|0⟩ |0⟩，|0⟩ |1⟩，|1⟩ |0⟩ , |1⟩ |1⟩} (5)

ととれる．そこで，
1√
2

(|0⟩ |1⟩ − |1⟩ |0⟩) (6)

を考えると，(3)のように積の形には書き表せないので，entangled状態だとわかる．今，Aと B のそれぞれの qubit
に対し，|0⟩か |1⟩かを決める測定を行ったとすると，Aの測定結果が |0⟩なら B の測定結果は |1⟩，B の測定結果が
|0⟩なら Aの測定結果は |1⟩ となる．これが重ね合わされていて，量子相関を持っている．つまり，別のどの基底で
測定を行っても，今述べたのと同様に相関があるのだ．例えば，|0⟩と |1⟩を θ だけ回転させた正規直交基底　

|θ⟩ = cos θ
2

|0⟩ + sin θ
2

|1⟩ (7)

|θ⊥⟩ = − sin θ
2

|0⟩ + cos θ
2

|1⟩ (8)

を考えると，簡単な計算により，

1√
2

(|0⟩ |1⟩ − |1⟩ |0⟩) = 1√
2

(|θ⟩ |θ⊥⟩ − |θ⊥⟩ |θ⟩) (9)

とわかる．これもまた entangled状態である．だから，Aと B のそれぞれの qubitに対し，|θ⟩か |θ⊥⟩かを決める測
定を行ったとすると，|0⟩と |1⟩の場合と同様に，やはり相関を持っているのである．このように entangled状態では
異なる基底での測定に対しても相関を持っている．

3. 理論による検証（Bellテスト）
まずは，Bellテストと呼ばれる実験を紹介し，特に Bell状態という entangled状態で，CHSH不等式が破られると
いうことを解説する．

初めにスピンシングレットを用意する．これは互いにスピン 1/2で総スピンが 0となるペアである．ある地点からこ
のペアを片方ずつ飛ばして，2地点 Iと IIでそれのスピンを測定する．2つのスピンをそれぞれ σ⃗1，σ⃗2 として，これ

を単位ベクトルの向き a⃗と b⃗で測定する．σ⃗1 · a⃗の測定値 A(⃗a)は ±1，σ⃗2 · b⃗の測定値 B(⃗b)は ±1となる．この設定
の下で，相関を考察するのが Bellテストである．
次に計算を実行しよう．系 I側を測定する物理量を Â(⃗a)，系 II側を測定する物理量を B̂(⃗b)とする．これは全系で見
ると，可換な物理量 Â(⃗a) ⊗ ÎII と ÎI ⊗ B̂(⃗b)の同時測定になっている．系 Iと系 IIの合成系の状態を |ψ⟩とすると，
2つの測定結果 σ⃗1 · a⃗，σ⃗2 · b⃗の相関（積の期待値）は，

P (⃗a, b⃗) =
〈
ψ

∣∣∣ (
Â(⃗a) ⊗ ÎII

)(
ÎI ⊗ B̂(⃗b)

) ∣∣∣ψ〉
=

〈
ψ

∣∣∣ Â(⃗a) ⊗ B̂(⃗b)
∣∣∣ψ〉

(10)

と表せる．

簡単のために，例えば，鉛直上向きを z 軸正の向きとして，xz 平面内の単位ベクトル a⃗と b⃗を考える．a⃗と z 軸のな

す角を θ，b⃗と z 軸のなす角を ϕとする．a⃗の向きのスピン上向きの状態を |+θ⟩ = cos θ
2 |0⟩ + sin θ

2 |1⟩，a⃗の向きの
スピン下向きの状態を |−θ⟩ = − sin θ

2 |0⟩ + cos θ
2 |1⟩とする．ただし |0⟩, |1⟩はそれぞれ，z 軸方向のスピン上向きと

下向きの状態とした．同様に，|±ϕ⟩も定める．
さてここで，スピンシングレットは具体的に次の様に書ける．

|ψ⟩ = 1√
2

(|0⟩I |1⟩II − |1⟩I |0⟩II) = 1√
2

(|+θ⟩I |−θ⟩II − |−θ⟩I |+θ⟩II). (11)

これは，|+θ⟩が θ 方向のスピン上向きを表し，|−θ⟩は θ 方向のスピン下向きを表している．一方の状態が決まると

他方の状態もセットで決まる．また，これは状態 |+θ⟩I |−θ⟩II と |−θ⟩I |+θ⟩II という正反対の状態の重ね合わせ状態

である．
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ところで，Â(⃗a) ⊗ B̂(⃗b)を表すと次のようになる．

Â(a⃗) ⊗ B̂(⃗b) =
(

|+θ⟩ ⟨+θ| − |−θ⟩ ⟨−θ|
)

⊗
(

|+ϕ⟩ ⟨+ϕ| − |−ϕ⟩ ⟨−ϕ|
)

(12)

=
(

|+θ⟩ ⟨+θ| − |−θ⟩ ⟨−θ|
)

⊗
(

cos(θ − ϕ)
(

|+θ⟩ ⟨+θ| − |−θ⟩ ⟨−θ|
)

− sin(θ − ϕ)
(

|+θ⟩ ⟨−θ| + |−θ⟩ ⟨+θ|
))

(13)

= cos(θ − ϕ)
(

|+θ⟩ |+θ⟩ ⟨+θ| ⟨+θ| + |−θ⟩ |−θ⟩ ⟨−θ| ⟨−θ| − |+θ⟩ |−θ⟩ ⟨+θ| ⟨−θ| − |−θ⟩ |+θ⟩ ⟨−θ| ⟨+θ|
)

− sin(θ − ϕ)
(

|+θ⟩ |+θ⟩ ⟨+θ| ⟨−θ| − |−θ⟩ |+θ⟩ ⟨−θ| ⟨−θ| + |+θ⟩ |−θ⟩ ⟨+θ| ⟨+θ| − |−θ⟩ |−θ⟩ ⟨−θ| ⟨+θ|
)

(14)

となる．あとは，相関を計算する．

P (⃗a, b⃗) =
〈
ψ

∣∣∣ Â(⃗a) ⊗ B̂(⃗b)
∣∣∣ψ〉

= − cos(θ − ϕ) (15)

同様の計算を a⃗′，b⃗′ についても考える．以上から，S = P (⃗a, b⃗) − P (⃗a, b⃗′) + P (a⃗′, b⃗) + P (a⃗′, b⃗′)を計算すると，

|S| = |− cos (θ − ϕ) + cos (θ − ϕ′) − cos (θ′ − ϕ) − cos (θ′ − ϕ′)| (16)

こうして，隠れた変数を用いた定式化と同じ様に |S|を計算することができた∗5． 例えば，θ = 3π
4 , ϕ = 2π

4 , θ′ = π
4 ,

ϕ′ = 0とすると，
|S| = 2

√
2 ≈ 2.8 (19)

を得る．局所実在論においては CHSH不等式（|S| ≤ 2）が成立するというのが主張だった．しかし，|S| ≈ 2.8を得
たので，量子論では CHSH不等式が破られることがわかる．

4. 実験による検証
ここからは実験によって実際に Bellの不等式が破られたことが観測された事例を紹介していく．1935年に EPR論
文が発表された後，様々な論争を生み実験による検証が試みられた．

例えば，1969年に Clauserらによって発表された論文では， 励起原子から放出される光子対の偏光を測定して相関
を計算すると，Bellの不等式を破ることが確認できるという手法を提案された [1]．それは，光子進行方向に垂直な
向きで，対に共通する方向を基準として測った偏光方向 θ に対して，光子対のパリティが正の時には，

|ψ⟩ = 1√
2

(
|θ⟩A |θ⟩B +

∣∣∣θ + π

2

〉
A

∣∣∣θ + π

2

〉
B

)
(20)

と書けることから，相関を計算すると分かる∗6．

5. 実験における問題点
しかしながら，1970 年代ごろの実験に対して，原理的な問題が 3 つ提唱されていた．それは，(1) 検出器の抜け穴
(2) 局所性の抜け穴 (3) 自由選択の抜け穴 である．それぞれについて以下で説明を述べる．

∗5 Bellの不等式が破れた原因は量子論特有の干渉効果であることがわかる．それは，

P (a⃗, b⃗) =
1
2
(

⟨+θ| ⟨−θ| − ⟨−θ| ⟨+θ|
) ∣∣Â(a⃗) ⊗ B̂(⃗b)

∣∣ (
|+θ⟩ |−θ⟩ − |−θ⟩ |+θ⟩

)
(17)

を計算してでてくる，非対角項の和

1
2
(

⟨+θ| ⟨−θ|
∣∣Â(a⃗) ⊗ B̂(⃗b)

∣∣ |−θ⟩ |+θ⟩
)

+
(

⟨−θ| ⟨+θ|
∣∣Â(a⃗) ⊗ B̂(⃗b)

∣∣ |+θ⟩ |−θ⟩
)

= − sin θ sinϕ (18)

が原因である．
∗6 これは (6)と見た目が異なるが，それは発生のメカニズムが異なるから．(3)のようには書けないのでどちらも entangled状態であること
は変わらない．
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5.1 検出器の抜け穴

(1)検出器の抜け穴とは，検出器の検出効率が実験の状況によって変わらないという前提が要請されるという問題で
ある．上述の例では測定したい偏光を持つ粒子を偏光板を用いて高い精度で選別できるのだが，選別された光子が検

出器で検出される割合が低かった．つまり，偏光板を通過した光子が検出されなかったとしても，それが光子の偏光

の方向が実験の設定で期待された方向ではなかったと結論づけることができないのである．だからこそ，検出される

べき光子全体では Bellの不等式と矛盾しないのに，検出された一部だけをみると矛盾しているように見えるのではな
いかと言う主張もなされた．その問題を解決する為に，偏光板がない場合でも測定を行い，偏光板がある時とない時

のデータの比をとる方法が導入された．ここでは，偏光板の有無や偏光板の方向と行った実験の状況によって検出器

の検出効率が変わらないという前提が暗に導入されている．しかし，それが妥当であるのかは議論の余地がある．そ

こで，2001年に Roweらはおよそ 100%の検出効率があるイオントラップでの実験を行い，この検出器の抜け穴を
塞いだ [9]．実験では，entangled状態の 9Be+ イオン対をトラップしてレーザーをあてた．すると，たくさんの光子

を散乱させる．その測定データから |S|を計算すると，|S| = 2.25 ± 0.03と値を求めることができた．例えば，用意
した entangled状態のフィデリティ ∗7が 88%であったり，検出に 2%の誤りがあったたりしたのだが，それを勘定
しても Bellの不等式が破られたことは確認できた．つまり，検出器の検出効率が偏光板の有無といった実験の設定に
よって変わらないという前提なしに，実験できたのである．

5.2 局所性の抜け穴

(2)局所性の抜け穴とは，もしも実験装置の設定が光速を超えない速さで，実験のために生成した粒子の性質に影響す
ると仮定すると，局所性が守られずに Bellの不等式を破る実験結果が得られるのではないかという問題である．そこ
で，1998年に Zeilingerらは次のような実験を行った [12]．まずは観測者となる検出器を 400 m離して配置する．例
え，情報が光速で伝達するとしても検出器間で 1.3 µsの時間がかかる．しかし，測定に際して 75 nsの早さで検出器
の前の偏光板の向きを切り替える．つまり，偏光板の設置の仕方という実験装置の設定はおよそ 10−7 sの早さで切り
替わるが，およそ 10−6 sでその情報は検出器に届くので隠れた変数に作用することはあり得ないのである．つまり，
局所性が保たれているはずなのに，この実験では |S| = 2.73 ± 0.02と得られ，Bellの不等式を破った．従って，局所
性が保たれていると Bellの不等式を成立させるのが局所実在論だったので，これで局所性の抜け穴も塞がれている．

5.3 自由選択の抜け穴

(3)自由選択の抜け穴とは，観測者がどの物理量を測定するのか自由に選択できる為に意図的に都合の良い物理量を
選択しているのではないかという問題である．例えば，局所実在論では物理量 a⃗と b⃗を測定するとして，それが隠れ

た変数 λの確率分布 ρに影響を与えない，つまり，ρ(λ | a⃗, b⃗) = ρ(λ)として暗に仮定する．即ち，Bellの不等式を破
ることを確認するためには，観測者がどの物理量を測定するか選択することなく，つまりランダムに測定した場合で

のデータでもって調べる必要がある．2010年に Scheidlらは，次の実験を行った [10]．測定する物理量 a⃗と b⃗は量子

乱数生成機（QRNGs）によってランダムに選ばれ，また，その選ばれた情報も，光速を超えない速度では観測者に
届いて隠れた変数に影響を与えないぐらい装置を離しておく．実験では，1.2 km以上離されていた．また，局所性の
抜け穴にも陥らない為に，検出器どうしも離れて設置された．実験では，2.4 km離れていた．これも測定の結果から
|S| = 2.37 ± 0.02と得られ，選択の自由性，局所性の抜け穴を塞ぎつつ，Bellの不等式を破るという結果を得た．

∗7 [8]フィデリティ（fidelity）とは，二つの量子状態がどれだけ似ているかを表す量である．0から 1の値（0–100%）をとり，1に近づくほ
ど二つの状態が似ていることを表している．二つの状態の距離のような量であるが 1（100%）に近づくほど似ているという点に注意が必要
である． （発展的な註釈）また，[9] では，期待する entangled 状態を |ψ2⟩ = 1/

√
2(|↑↑⟩ − |↓↓⟩)，実際に得られた状態を密度演算子 ρ

を用いて表し，F = ⟨ψ2 | ρ |ψ2⟩でフィデリティが定義されている．
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6. Loophole-Free実験
前節では，原理的な 3つの問題点とその解決策をみた．この節では，3つの抜け穴を同時に塞いだ実験について述べ
る．2015 年に Giustina らは，次のようなセットアップで実験した [4]．第一に，検出器の抜け穴を塞ぐ為に超伝導
転移端センサー∗8（TES）を用いて高い検出効率を実現した．これは，超伝導物質の転移点より極わずかに低温の状
態にある素子が光子を吸収し温度上昇した際に，常伝導へ転移して抵抗値が急上昇することを利用して高感度な検出

ができる素子である．実験においては，一方（Alice側と呼ぶ）ではおよそ 78.6%, 他方（Bob 側と呼ぶ）ではおよ
そ 76.2%の検出効率であった．第二に，局所性の抜け穴を塞ぐ為に検出器を含めた実験装置同士は十分に離され，光
速を超えない速さでの作用を排除した．第三に，自由選択の抜け穴を塞ぐ為にやはり，ランダムな物理量の測定が行

われた．ただし，この実験においては Bell の不等式の内，CHSH 不等式ではなく，次の Clauser-Horne-Eberhard
（CH-E）型不等式∗9が破られることを確認した．

J ≡ p++(a1, b1) − p+0(a1, b2) − p0+(a2, b1) − p++(a2, b2) ≤ 0. (21)

これは，検出効率が 2/3以上の時に局所実在論において成り立つ∗10．CHSH不等式がスピンシングレットを考えた
時に破れたように，CH-E型不等式は，次の Eberhard状態を考えると破れることがわかる∗11．

|Ψ⟩ = 1√
1 + r2

(|V⟩A |H⟩B + r |H⟩A |V⟩B). (22)

ただし，Hは水平偏光（horizontal）を Vは垂直偏光（vertical）を表している∗12．このセットアップ∗13の下で，パ

ラメタ r, a, bなどの値を決めて測定すると，J = 7.27 × 10−6 > 0が得られた．すなわち，J ≤ 0を破った．また，
p値を計算すると∗14，p = 3.74 × 10−31 と非常に小さい値を得た．従って，この実験によって Bellの不等式が破れ
ていると強く主張された．

7. まとめ
以上によって，古典実在論の枠組みでは成立していた Bellの不等式を破る現象が，量子論の枠組みにはあることが明
らかになった．つまり，自然現象の中には局所実在論では記述できず，量子論の記述が求められる現象があるという

ことだ．
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