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1 はじめに

生物の細胞には様々な機能が備わっている．まず，細胞は分裂して自分のコピーを作り出すこと

ができる．また，多細胞生物の場合，細胞は周囲の状況から自分の役割を認識し，それに特化した

細胞に分化することがある．ほかにも，大腸菌やゾウリムシなどの場合，べん毛や繊毛を振り回し

て水中を泳ぐことができる．

こうした機能は決して天から降ってきたものではなく，細胞内の化学反応によって綿密に制御さ

れている．一般に細胞は，何らかの物質（リガンド）の濃度を感知し，それに応じて適切に振る舞

いを制御している．ここで，リガンドの濃度を感知するため，細胞はリガンドと結合する部分（サ

イト）を持つ受容体を用いる．つまり，リガンドが多いほど受容体のサイトはリガンドで埋まって

いくはずなので，逆に受容体のサイトがどれだけ埋まっているか（占有率）をもとにリガンドの濃
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度を知ることができる．受容体のサイトの占有率は，受容体とリガンドの複合体から発される信号

や，受容体が酵素として働く反応への影響などを通して，細胞の振る舞いを変化させる．

では，リガンドの濃度と受容体のサイトの占有率の関係は具体的にどうなっているのだろうか．

本稿では，参考文献 [1] をもとに，リガンドと受容体の結合の仕方を 3 通り考える．そしてその

各々について，数式を用いて定量的に議論する．

2 最も単純な反応

まず，受容体 Yが 1つだけ結合サイトを持ち，そこにリガンド Xが結合する場合を考える．こ

のときの化学反応式は

X+Y
kon−−⇀↽−−−
koff

XY (1)

となる．ここで，矢印の上についている文字は正反応（左から右への反応）の速度定数を表し，矢

印の下についている文字は逆反応（右から左への反応）の速度定数を表す．この反応のレート方程

式は，
d

dt
[XY] = kon[X][Y]− koff [XY] (2)

となる．定常状態ではどの物質の濃度も変化しなくなるので，上式の左辺は 0となる．したがって

[X][Y]

[XY]
=

koff
kon

(3)

を得る．この量は解離定数と呼ばれる定数である：

Kd =
koff
kon

(4)

ここで受容体分子の総濃度を
[Ytotal] = [Y] + [XY] (5)

とし，これを一定と見なす．すると，受容体の結合サイトの占有率 pは

p =
[XY]

[Ytotal]
=

[X]

Kd + [X]
(6)

と分かる．

この式 (6)をプロットしてみると，図 1のような双曲線が得られる．この図から，リガンド濃度

が増えると受容体は埋まっていき，占有率が頭打ちになっていく（飽和する）ことが分かる．

3 Hillの式とアロステリック効果

しかし，実際には式 (6)に当てはまらない反応が多く確認されている．生命活動を制御する際に

は，リガンドの濃度に対して受容体のサイトの占有率がスイッチ的に（ON か OFF かはっきり）
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図 1 最も単純なモデルで得られる曲線

応答することが望ましい場合がある [2]．式 (6)のような関数では，ON（受容体のサイトが飽和し

た状態）と OFF（受容体のサイトがガラ空きの状態）の中間の濃度領域が広すぎるのである．

そこで，受容体 Yが n個の結合サイトを持ち，そのすべてに 1個ずつ，リガンドが一斉に結合

するような状況を考える．化学反応式で書くと，

nX+Y
kon−−⇀↽−−−
koff

XnY (7)

のようになる．このときレート方程式は

d

dt
[XnY] = kon[X]n[Y]− koff [XnY] (8)

で与えられる．これより，定常状態では

[X]n[Y]

[XnY]
=

koff
kon

= Kn
d (9)

となる．ただしここではKd の n乗を解離定数とした．よって，受容体分子の総濃度を

[Ytotal] = [Y] + [XnY] (10)

と書いて，これを一定と見なすと，受容体の結合サイトの占有率は

p =
[XnY]

[Ytotal]
=

[X]n

Kn
d + [X]n

(11)

となる．
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図 2 Hillの式から得られる曲線

次に式 (11)を考察する．n = 1のときは先ほどの場合とまったく同じだが，nを増やすとどう

なるだろうか．計算して確かめると，占有率のグラフはリガンド濃度に対して S字型になることが

分かる．このような S 字型の曲線はシグモイド曲線と呼ばれる．また，n を大きくするほど S 字

カーブが急峻になることが分かる．つまり，この nを大きくすることで，リガンドの濃度に対する

スイッチ的な応答が実現する．

また，Hill の式を導くにあたって，受容体のとりうる状態として Y と XnY の二つしか考えな

かった．この状況は，受容体はリガンドが一つ結合した時点で，残りのサイトすべてにリガンドを

結合するしかなくなるともいえる．つまり，リガンドの結合により受容体の状態が変わり，受容体

とリガンドが大幅に結合しやすくなったという見方ができる．このように，受容体のサイトが複数

あるとき，あるサイトに何かが結合することで別のサイトでの結合に影響が出ることをアロステ

リック効果という．

4 Hillプロット

また，式 (11)を変形すると (
[X]

Kd

)n

=
p

1− p
(12)

となり，この両辺の対数をとると

log
p

1− p
= n(log [X]− logKd) (13)
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が分かる．したがって，リガンド濃度 [X]を横軸（x軸）にとり，占有率の高さを表すパラメータ

p/(1− p)を縦軸（y軸）にとって両対数表示すると，Hillの式に従う場合は直線となる．また，そ

の直線の傾きは n，p/(1 − p)が 1になるときのリガンド濃度は Kd となる．このようなグラフを

Hillプロットという．実験結果をもとにこの Hillプロットを行うと，測定に使ったリガンドと受容

体の振る舞いを Hillの式と比較して議論できる．

図 3 Hillの式に従う場合の Hillプロット

具体的に受容体としてミオグロビン*1を，リガンドとして酸素を考える．この場合に Hillプロッ

トを行うと，ミオグロビンのサイトの占有率は直線的になり（Hillの式に従い），n = 1と求まる．

つまり，ミオグロビンは「最も単純なモデル」に従う受容体である．一方で，受容体としてミオグ

ロビンの代わりにヘモグロビン*2を考えると，今度は Hill プロットが直線的にならない部分が現

れる．それでも Hillの式でフィッティングして nを求めると，n = 2と n = 3の間の非整数値と

なってしまう．つまり，ヘモグロビンと酸素の結合は Hillの式ではうまく説明できない．

5 MWCモデル

ヘモグロビンと酸素の結合を記述する有力なモデルとして，KNF（Koshland, Némethy, Filmer）

モデルとMWC（Monod, Wyman, Changeux）モデルが知られている．これらのモデルでは，Hill

*1 筋肉に含まれる赤色のタンパク質．筋肉が運動して酸素を消費するときに備えて，普段は酸素を蓄える働きをする．
*2 赤血球に含まれる赤色のタンパク質．肺で受け取った酸素を全身に運搬する役割を担う．ミオグロビンは酸素の受け
取り手の一つである．ちなみに，魚の赤身と白身の区別はヘモグロビンとミオグロビンの含有率に由来する．赤身の
魚は長時間活発に泳ぐことができるが，これはヘモグロビンやミオグロビンが多いことで酸素を効率よく筋肉に回せ
るからである [3]．
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の式で無視されていた，受容体（ヘモグロビン）のサイトの一部にだけリガンド（酸素）が結合し

た状態も含めて取り扱う．ここではとくにMWCモデルを紹介する．

5.1 準備

図 4 MWCモデルの概略図

MWCモデルでは，受容体が n個のサブユニットからなり，それぞれのサブユニットに一つずつ

リガンド結合サイトがあると考える．（ヘモグロビンと酸素の結合を考える際は n = 4である．）さ

らに，受容体が二つの状態（tense状態と relaxed状態．それぞれ T，Rと表す）の間を遷移する

と考える*3．T状態の受容体に i個のリガンドが結合した状態を Ti，R状態の受容体に i個のリガ

ンドが結合した状態を Ri と書く．また，T（R）状態の受容体の空きサイトにリガンドが結合する

反応の速度定数は kon,T（kon,R），その逆反応は koff,T（koff,R）で一定とする．このとき，各反応

の会合定数（解離定数の逆数）は

KT =
kon,T
koff,T

KR =
kon,R
koff,R

(14)

となる（図 4）．

*3 最近の研究ではヘモグロビンの状態として T，Rの他に R2というものも見つかっており，実際のヘモグロビンの挙
動はもっと複雑であると考えられている [4]．
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また，n個のサブユニットを区別し，どのような順番でもリガンドが結合できると仮定する．た

とえばリガンドが 1つだけ結合した T1 は，実際には「どのサブユニットにリガンドが結合してい

るか」によって区別された n 通りの状態を含むと考える．これをもとに，i = 1, 2, · · · , n に対し
て Ti−1 と Ti の間の遷移を考える．まず Ti−1 から Ti への反応は，リガンドの結合していない

n− i+1個のサイトで起こるので，速度定数は (n− i+1)kon,T となる．一方でその逆反応は，リ

ガンドの結合している i個のサイトで起こるので，速度定数は ikoff,T となる．Ri−1 と Ri の間の

遷移についても同様のことがいえる．

先ほどまではレート方程式を立てて定常状態を議論したが，ここでは簡単のため，すべての反応

について化学平衡が成り立つと考えて平衡状態を議論する．そのため，次が成り立つと考える：

(n− i+ 1)kon,T[Ti−1][X] = ikoff,T[Ti] (15)

(n− i+ 1)kon,R[Ri−1][X] = ikoff,R[Ri] (16)

これより，

[Ti] = nCi(KT[X])i[T0] (17)

[Ri] = nCi(KR[X])i[R0] (18)

がいえる．加えて，すべての反応が平衡にあると考えるので，Ti と Ri の間の平衡も考える必要が

ある．Ti から Ri への反応の速度定数を lTR,i，その逆反応の速度定数を lRT,i とおく．このとき，

この間の平衡定数を

Li =
lRT,i

lTR,i
=

[Ti]

[Ri]
(19)

とおく．

ただし，今まで考えてきた「すべての反応が平衡」という状況が実現するには条件がある．それ

は，式 (19)に式 (17)と式 (18)を代入すると得られる式

Li =
nCi(KT[X])i[T0]

nCi(KR[X])i[R0]
= L0c

i (20)

である．ここで，

c =
KT

KR
(21)

とおいた．平衡定数 Li がこれを満たさないと 3つの式 (17)，(18)，(19)が矛盾してしまうため，

「すべての反応が平衡」という状態は存在しなくなる．そのためここでは式 (20) も成り立つと考

える．

5.2 占有率の計算

受容体のサイトの占有率は

p =

∑n
i=0 i([Ti] + [Ri])

n
∑n

i=0 ([Ti] + [Ri])
(22)
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である．二項定理とその微分から得られる式

n∑
i=0

nCix
i = (1 + x)n (23)

n∑
i=0

i nCix
i = nx(1 + x)n − 1 (24)

を用いると，
n∑

i=0

[Ti] =

n∑
i=0

nCi(KT[X])
i[T0] = (1 +KT[X])

n
[T0] (25)

n∑
i=0

[Ri] =

n∑
i=0

nCi(KR[X])
i[R0] = (1 +KR[X])

n
[R0] (26)

n∑
i=0

i[Ti] =

n∑
i=0

i nCi(KT[X])i[T0] = nKT[X](1 +KT[X])
n−1

[T0] (27)

n∑
i=0

i[Ri] =

n∑
i=0

i nCi(KR[X])i[R0] = nKR[X](1 +KR[X])
n−1

[R0] (28)

がいえるので，
x = KR[X], cx = KT[X] (29)

とおくと

p =
x(1 + x)n−1 + L0cx(1 + cx)n−1

(1 + x)n + L0(1 + cx)n
(30)

が得られる．

しかし，この占有率が Hillの式のような急峻な S字カーブを描くかというと，必ずしもそうで

はない．たとえば，L0 → 0のとき
p → x

1 + x
(31)

となり，L0 → ∞のとき
p → cx

1 + cx
(32)

となるが，これらはいずれも「最も単純なモデル」で導いた形であり，S字にはならない．そこで，

Hill式のような曲線が現れる条件を考える．まず，Hillの式の特徴として，リガンドの濃度が 0の

ときに占有率の変化率が微小というものがある．よって

dp

dx

∣∣∣∣
x=0

=
L0c+ 1

L0 + 1
≪ 1 (33)

が必要である．これは
L0 ≫ 1, c ≪ 1 (34)

すなわち
[T0] ≫ [R0], KT ≪ KR (35)
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ということである．つまり，リガンドが結合しないときは受容体はほとんど T状態にあるが，R状

態の方がリガンドと結合しやすいという状況を意味する．また式 (20)を考えると，式 (34)が成り

立つとは，iが大きくなるにつれて Li = L0c
i が小さくなるということでもある．つまり，結合す

るリガンドの数が多いほど R状態の割合が増すという状況である．

このような状況が実現する（式 (34)が成立する）という前提で，その後リガンドの濃度が上がっ

たときに占有率が立ち上がる条件として，

d2p

dx2

∣∣∣∣
x=0

=
nL0(1− c)2 − (L0c

2 + 1)(L0 + 1)

(L0 + 1)2
> 0 (36)

が必要である．これを変形すると

n >
(L0c

2 + 1)(L0 + 1)

L0(1− c)2
≈ L0c

2 + 1 (37)

が得られる．これらを満たすようなパラメータで数値計算すると，Hillの式のような曲線が得られ

る（図 5(1)）．

図 5 (1)MWCモデルによって得られる曲線 (n = 4, KR = 0.1, L0 = 1000, c = 0.01)と (2)

その Hillプロット（実線）および会合定数 KR,KT に対応する n = 1の Hillプロット（それ

ぞれ破線，点線）

5.3 Hillプロット

MWCモデルで得られる曲線は，一般に Hillプロットで直線にならず（図 5(2)），ヘモグロビン

と酸素の結合をうまく記述できることが知られている*4．また図 5(2)を見ると，MWCモデルの

*4 ヘモグロビンは 4量体なので n = 4とすれば記述できる．
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Hillプロットはリガンド濃度が大きい極限と小さい極限で直線に漸近することが分かる．ここでは

その理由と漸近線の意味を考える*5．

まず，式 (30)より

p

1− p
= x

(1 + x)n−1 + L0c(1 + cx)n−1

(1 + x)n−1 + L0(1 + cx)n−1
= x

1 + L0c
(

1+cx
1+x

)n−1

1 + L0

(
1+cx
1+x

)n−1 (38)

が分かる．ここで [X] ≪ 1のとき x ≪ 1であり，このとき(
1 + cx

1 + x

)n−1

≈ 1 (39)

なので
p

1− p
≈ x

1 + L0c

1 + L0
(40)

がいえる．さらに式 (34)より，1 ≪ Lc ≪ Lであることを考えると，これはさらに

p

1− p
≈ cx = KT[X] (41)

と近似できる．したがって
log

p

1− p
≈ log [X] + logKT (42)

となる．つまり [X] ≪ 1で Hillプロットは傾き 1の直線になる．さらに言えば，これは Hillの式

で n = 1, Kd = K−1
T のときに対応する*6．よって，これは T状態の一段階反応に対応している．

物理的には，リガンドが少ない状況においてリガンドと受容体の反応はほぼ T0 +X −−⇀↽−− T1 が占

めると解釈できる．

一方で [X] ≫ 1のとき x ≫ 1であり，このとき(
1 + cx

1 + x

)n−1

≈ c (43)

なので
p

1− p
≈ x

1 + L0c
n

1 + L0cn−1
(44)

がいえる．さらに式 (34)と式 (37)より，n ≥ 4に対しては 1 ≫ L0c
n−1 ≫ L0c

n である*7ことを

考えると，n ≥ 4のときこれはさらに

p

1− p
≈ x = KR[X] (45)

*5 この節では参考文献 [1]の内容ではなく，私の考察を書いた．
*6 KT は会合定数なので，その逆数K−1

T は解離定数を意味する．
*7 式 (37) は L0c2 が 1 と同程度かそれ未満のスケールであることを意味する．ここに c をかけると式 (34) から

L0c3 ≪ 1 がいえるので，一般に n ≥ 4 に対して 1 ≫ L0cn−1 ≫ L0cn が成り立つ．もし L0c2 が 1 未満のス
ケールなら n = 2でも成り立ち，L0cが 1未満のスケールなら n = 1でも成り立つ．
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と近似できる．したがって
log

p

1− p
≈ log [X] + logKR (46)

となる．つまり [X] ≫ 1 でも Hill プロットは傾き 1 の直線になる．さらに言えば，n ≥ 4 のと

きこれは Hill の式で n = 1, Kd = K−1
R のときに対応する．よって，これは R 状態の一段階反

応に対応している．物理的には，リガンドが多い状況においてリガンドと受容体の反応はほぼ

Rn−1 +X −−⇀↽−− Rn が占めると解釈できる．

5.4 応用

MWC モデルが当てはまる例はヘモグロビンと酸素の結合以外にも確認されている．有名な例

としてバクテリアが挙げられる．バクテリアは自分の栄養になる物質などの誘引物質を感知し，そ

の濃度が高い方へ運動する．これは走化性と呼ばれ，誘引物質が受容体に結合したことで発される

シグナルに応答することで実現している．この誘引物質と受容体の結合も，MWCモデルがよく当

てはまることが知られる．

6 ヘモグロビンの役割

これまでヘモグロビンと酸素の結合について数理的に考えてきた．しかし，そもそもなぜヘモグ

ロビンはミオグロビンとは違ってここまで複雑なことをやっているのだろうか．その理由はヘモグ

ロビンの働きにある．ヘモグロビンは肺で酸素を効率よく受け取るために，肺ではできるだけ多く

のサイトを酸素で埋めた方が良い．一方で肺以外の部位では，酸素を効率よく手放して各組織に受

け渡すために，占有率は極力低い方が良い．アロステリック効果による占有率の S字カーブは，こ

の両方を見事に実現している．

一方でミオグロビンは，ヘモグロビンから受け取った酸素を蓄える働きをするので，ヘモグロビ

ンのサイトの占有率が低いときであっても高い占有率が求められる．これは単純な反応による双曲

線のカーブによって実現される．

また，ヘモグロビンに働くアロステリック効果は他にもある．たとえば pHが低い状況では，ヘ

モグロビンが水素イオンと結合することで酸素との結合が起こりづらくなることが知られている

（Bohr効果）[5]．この効果により，血中の二酸化炭素濃度が高いと，二酸化炭素が水と反応して水

素イオンを放出する（pHを低くする）ため，ヘモグロビンは酸素を離しやすくなる．一般に，肺

では酸素濃度が高く二酸化炭素濃度が低いのに対し，組織では酸素濃度が低く二酸化炭素濃度が高

い．そのため，Bohr効果によってヘモグロビンは肺で酸素を結合して組織でそれを手放すという

仕事をさらに効率的に行うことができる*8．

このように，生物は必要に応じてアロステリック効果を利用し，生命活動を適切に制御してい

る．その意味で，アロステリック効果はアロステリック制御とも呼ばれる．

*8 この話は高校の生物（生物基礎）の教科書に載っている．
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