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第 0章

はじめに

この文書では、一般確率論と言われる操作的な確率論を紹介します。1章では数式を使わず、一般確率論の
動機と意義について述べます。2、3章では、数式を用いて一般確率論の数学的基礎を述べます。4章では一般
確率論においてよく知られた結果を数式抜きで紹介します。
1、4章は読み物なので前提知識はほとんど不要です。2、3章は学部 1年レベルの微積・線形代数の知識が
あればだいたい読めると思います。ただし、2.6、2.7節は位相空間論等の知識も仮定しますが、無限次元の議
論のためであり読み飛ばしても大筋には影響しません。また、全体を通して面白さを感じていただくにはある
程度量子論について知っている必要があります。*1

この文書はいち学生が自身の学んだ内容をまとめたものであり、専門家によって内容をチェックされてはい
ません。従って、「解説記事」と銘打ってはいますがその内容の正確さを保証するものではありませんので、
ご了承ください。また、非標準的な訳語等が含まれている場合があります。
以下では文章を常体で記述します。

*1 問題が解けるかということではなく、エンタングルメントや Bell の不等式について聞いたことがあるということ。

3



第 1章

一般確率論の動機

1.1 量子論は不思議か?

Bellの不等式の破れに代表されるような量子論の性質は、素朴な局所実在論を否定した。一見受け入れ難い
古典論との違いは、一方で量子テレポーテーションや量子暗号に代表される応用を生み出した。
古典論と異なる量子論特有の性質がこれらを可能にする、と学部の講義や教科書において習うのが常である
が、本当にそうだろうか。古典論と量子論しか知らないのに、量子論が不思議だと断言できるのだろうか。

1.2 一般的な物理理論
古典論から正準量子化で量子論を推論したり、古典論と比較して量子論を不思議だと述べるのは、「ボトム
アップ」な姿勢と言えるだろう。これに対する「トップダウン」な姿勢が、一般確率論だと私は考える。一般
確率論とは、操作的もしくは物理的に自然な仮定から定義される理論を調べる理論である。具体的には、「状
態」と「事象」の双対関係から線形構造や位相構造が付加され、系の合成も考えられるようになる。このよう
に定義された一般的な物理理論は、古典論と量子論双方を含む。このような広い枠組みで考えることで、例
えば

• 量子論や古典論はどのような制限から生まれる理論なのか
• いわゆる量子論の不思議さは量子論特有か、あるいは「古典論ではない」ことに由来するのか
• 量子論における定理 (鍵配送の安全性など)はどこまで一般的に成り立つのか

といった問いが意味を成すようになる。以下では、一般確率論の仮定とその由来を概観し、得られる結果を数
点紹介する。

4



第 2章

一般確率論の記述:単一系

一般確率論は数学的な理論であるから公理を与えれば定まる。だが、ここでは諸公理がどのような要請に基
づくのかを見るために、発見法的に議論していくことにする。
この章に限らず、以下断らずに用いる notation をまとめておく。

R≥0 : 非負実数
Z≥0 : 非負整数
#C : 集合 C の濃度

L(V1, V2) : R線形空間 V1, V2 間の線形写像
V ∨ : R線形空間 V の代数的双対 (=L(V,R))

V ∗ : R位相線形空間 (TVS) V の連続的双対

この文書では単に線形空間や線形写像というときは R上のものを指し、また位相線形空間には Hausdorff 性
を課す。

2.1 物理理論を構成するもの
物理理論とは、実験で起こる内容を数学的仮定と推論によって予測する枠組みである。ここで実験とは何か
を抽象化して考えると、(測定対象の)準備と (測定装置の)設定の組である。場合によっては「時間発展」を
させることもあるが、ここではそれらを準備もしくは設定に押し付ける*1ことにする。すなわち、時間発展を
含めて「準備」あるいは「設定」と呼ぶ。
次に予測するものを考える。素朴には装置から出力される値であるが、これは一般には予測できないことが
量子論の成立とともに判明している。一方で出力値の確率分布は収束しているようである*2から、これを理論
の予測対象とする。ここで、出力値は 2値 (yes/no)であると仮定する。一見強い仮定にも見えるが、有限種

*1 通常の量子力学の理論においては、前者を Schrödinger描像、後者を Heisenberg描像と呼ぶのであった。
*2 もしくは、そのような出力をする装置のみを記述対象とするという仮定とも捉えられる。
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類*3の出力値 a, b, . . .に対して装置に「出力 a, b, . . .が出たか」をチェックする装置を組み合わせたと考えれ
ばよい。以上の考察から、測定対象の準備 sと測定装置の設定mに対して確率 p(s,m) ∈ [0, 1]が定まってい
ると考える。
従って物理理論とは、(単一の系を考える限りは) 素朴には測定対象の準備の集合 S( 6= ∅)、測定装置の設定
の集合M( 6= ∅)から生起確率 p : S ×M → [0, 1]を求めるプロセスである。だが、通常の理論では「測定対
象の準備」「測定装置の設定」よりも扱いやすい概念を用いる。
以下では、上で仮定した S, Mに依存した定義、仮定に関しては「物理的要請」と呼ぶことにする。

2.2 同値類としての状態、事象
ここまで頑なに「状態」という言葉を避けてきたが、もちろん「準備」とは「状態」に対応するものである。
だが、これは 1対 1対応とは限らない。我々がある 2状態が異なると言うのは、何かしらの実験で異なる結果
を与える時である。逆に言えば、どんな可能な実験をしても同一の結果が得られる時に、それらの状態は同じ
であるとしたい。以上のことを数学的に述べると以下のようになる。

物理的要請 2.2.1: 状態
S を測定対象の準備の集合、M を測定装置の設定の集合、p : S × M → [0, 1] を生起確率とする。
s, s′ ∈ S が状態として等しいあるいは統計的同値であるとは、

s ∼ s′
def⇐⇒ ∀m ∈ M p(s,m) = p(s′,m) (2.2.1)

であることを指す。これは S 上の同値関係であり、∼による商集合 S/∼の元を状態と呼ぶ。明らか
に、p : S/∼ ×M → [0, 1]と捉えられる。

このように定義する物理的根拠は先に述べた通りだが、この他に数学的利点として状態 sを関数 s : M →

[0, 1];m 7→ p(s,m)と同一視できること*4が挙げられる。
同様に、測定装置の設定の同値類を事象と定める。

物理的要請 2.2.2: 事象
S を状態の集合、Mを測定装置の設定の集合、p : S ×M → [0, 1]を生起確率とする。m,m′ ∈ M

が事象として等しいあるいは統計的同値であるとは、

m ∼ m′ def⇐⇒ ∀s ∈ S p(s,m) = p(s,m′) (2.2.2)

*3 座標など無限種類の出力値が出る場合はどうするのかと指摘があるかもしれないが、実際に人間が区別できるのは高々有限種類の
出力であり、座標の測定においても本質的には「ある (ボレル可測)集合 E に属したか」に帰着すると考えられる。通常の量子力
学における連続量の Born公式も同じ扱いである。

*4 量子論におけるこのようなアプローチは代数的量子論に見られる。
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であることを指す。これはM上の同値関係であり、∼による商集合M/∼の元を事象と呼ぶ。明ら
かに、p : S ×M/∼→ [0, 1]と捉えられる。

状態の定義の際に述べたことと同様に、状態 s ∈ S と事象m ∈M はそれぞれ関数

s :M 3 m′ 7→ p(s,m′) ∈ [0, 1], m : S 3 s′ 7→ p(s′,m) ∈ [0, 1] (2.2.3)

と同一視できる。このような性質を以下では外延性と呼ぶ。
以上により、状態と事象は冗長性が排除された、しかもある種双対な集合となった。次節以降でさらにこ
の集合に構造を入れていく。以下では状態の集合を S、事象の集合をM、生起確率を p : S ×M → [0, 1]で
表す。

2.3 状態空間の凸構造
我々は測定対象を準備する際、確率的にそれを行うことができる。例えば、サイコロを振って 1の目が出た
ときに限りある操作をする、といった具合である。このような準備が存在し、さらに生起確率と整合的である
ことを要請する。

物理的要請 2.3.1: 状態の混合
任意の s1, s2 ∈ S と λ ∈ [0, 1]に対し、ある s ∈ S が存在して以下をみたすとする。

∀m ∈M p(s,m) = λp(s1,m) + (1− λ)p(s2,m) (2.3.1)

外延性 (2.2.3)からこのような sは s1, s2, λに対して一意である*5から、sを λs1 + (1− λ)s2 と書く。

Remark 2.3.2. 現時点ではあくまで λs1 + (1− λ)s2 で一つの記号であり、スカラー倍や加法は定義されて
いない。

ここで、以下の数学的構造を導入する。

定義 2.3.3: 凸構造
集合 C と写像 f : [0, 1]×C ×C → C の組を、前凸構造と言う。前凸構造 (C, f)が以下の条件を満た
すとき、凸構造と言う。

*5 今後はこのような断りも適宜省略する。
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1. 自明な混合: 任意の c, d ∈ C に対して

f(1; c, d) = c (2.3.2)

2. 対称律: 任意の λ ∈ [0, 1], c, d ∈ C に対して

f(λ; c, d) = f(1− λ; d, c) (2.3.3)

3. 結合律: 任意の (λ, µ) ∈ (0, 1)2, b, c, d ∈ C に対して

f(λ; f(µ; b, c), d) = f

(
λµ; b, f

(
λ(1− µ)

1− λµ
; c, d

))
(2.3.4)

(前)凸構造 (C, f)において f が明らかなときには、単に C が (前)凸構造であると言う。
(前)凸構造 (C, f), (C ′, f ′)に対して、F : C → C ′ が affine写像もしくは (前)凸構造の射*6であると
は以下を満たすことを言う。

∀λ ∈ [0, 1], ∀c, d ∈ C F (f(λ; c, d)) = f ′(λ;F (c), F (d)) (2.3.5)

(C, f)から (C ′, f ′)への凸構造の射の集合を Conv(C,C ′)と書く。

Example 2.3.4. 線形空間の凸部分集合は自然に凸構造となる。また、線形写像や平行移動の制限は凸構造
の射である。特に指定しない場合、凸集合にはこの自然な凸構造が入っているとする。

要請 2.3.1から状態空間 S に凸構造が入ることがわかる。また、状態の混合の定義から、任意の事象は (式
(2.2.3)の同一視のもと) Conv(S, [0, 1])の元とみなせる。
凸部分集合で広く知られた定義を凸構造に一般化しておく。

定義 2.3.5: 端点
(C, f)を凸構造とする。x ∈ C が C の端点であるとは、

∀λ ∈ (0, 1), ∀c, d ∈ C (f(λ; c, d) = x⇒ c = d = x) (2.3.6)

を満たすことを言う。C の端点の集合を extC と書く。

端点は物理的には以下のような意味をもつ。

物理的要請 2.3.6: 純粋状態と混合状態
状態空間 S の端点 s ∈ extS を純粋状態と言う。純粋状態でない状態を混合状態と言う。

*6 圏論の言葉遣いを意識している。実際、上の定義により (前)凸構造のクラスは圏をなす。
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定義 2.3.5を状態空間の場合に翻訳すると、

sが混合状態⇔ ∃λ ∈ (0, 1), ∃s1, s2 ∈ S \ {s}, ∀m ∈M p(s,m) = λp(s1,m) + (1− λ)p(s2,m) (2.3.7)

となる。すなわち、確率分布が他の 2状態の確率分布の混合で表されることに等しい。
状態空間は単に凸構造であるだけでなく、状態の外延性に対応して付加的な性質を満たす。

定義 2.3.7: (前)凸構造の分離性

C を (前)凸構造とする。E ⊂ Conv(C,R)が C を分離するとは、以下を満たすことを言う。

∀c, d ∈ C (∀ψ ∈ E ψ(c) = ψ(d) ⇒ c = d) (2.3.8)

Conv(C,R)が C を分離する時、C が分離的であるという。

Example 2.3.8 (分離的でない凸構造). 2点集合 2 = {0, 1}に以下の方法で凸構造が入る。

f(λ; 0, 1) = f(1− λ; 1, 0) =

0 (λ 6= 0)

1 (λ = 0)　　
(2.3.9)

f(λ; p, p) = p (p = 0, 1) (2.3.10)

このとき Conv(2,R) ' Conv({∗},R)(定数関数)である。従ってこれは分離的でない。

再び外延性 (2.2.3)から、M は S を分離するので特に状態空間 S は分離的な状態空間である。一方で数学
的に以下が分かる。

補題 2.3.9: 分離的ならば簡約可能
(C, f)を分離的 (前)凸構造とする。このとき任意の c1, c2 ∈ C に対して、以下が成り立つ。

∃λ ∈ [0, 1), ∃c0 ∈ C f(λ; c0, c1) = f(λ; c0, c2) ⇒ c1 = c2 (2.3.11)

Proof. 任意の ψ ∈ Conv(C,R)を作用させて値が一致することを示せばよいが、仮定から明らか。

定理 2.3.10: 凸構造が凸部分集合になる条件
空でない凸構造 C がある線形空間 V の凸部分集合と凸構造の同型となる必要十分条件は C が分離的
であることである。

Proof. 必要性は、代数的二重双対への自然な写像 V → V ∨∨ が単射であることから従う。
十分性を示す。R≥0 × C のうち {0} × C を同一視した集合を C+ とする。C を {1} × C ⊂ C+ と同一視
し、{0} × C が表す唯一の元を 0C ∈ C+ と書く。自然なやり方で C+ は R≥0 が作用する可換モノイドとな
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る。*7 Ṽ := C+ × C+ とし、Ṽ 上の同値関係 ∼を

(a1 · c1, b1 · c′1) ∼ (a2 · c2, b2 · c′2)
def⇐⇒ ∃v ∈ C+ a1 · c1 + b2 · c′2 + v = b1 · c′1 + a2 · c2 + v (2.3.12)

で定める。*8 V := Ṽ /∼は R線形空間となる。

C 3 c 7→ [(c, 0)] ∈ {[(c′, 0)] ∈ V | c′ ∈ C} =: Ĉ (2.3.13)

は凸構造間の全射 affine写像である。ただし、[(x, y)]は (x, y)の同値類を表す。*9

[(c, 0)] = [(c′, 0)] ⇐⇒ ∃v ∈ C+ c+ v = c′ + v (2.3.14)

⇐⇒ ∃λ ∈ [0, 1), ∃c0 ∈ C λ · c0 + (1− λ) · c1 = λ · c0 + (1− λ) · c2 (2.3.15)

だが、補題 2.3.9より c1 = c2 となる。従って (2.3.13)式の写像は単射であり、C ' Ĉ である。*10

Remark 2.3.11. このことから、特に 2 ≤ #C < ∞なる凸構造は分離的でない。これは example 2.3.8の
別証になっている。

命題/定義 2.3.12: 凸構造の生成する凸錐、線形化

命題 2.3.10 で構成された C+, V を以下ではそれぞれ C が生成する凸錐、C の線形化と呼び、V を
T̂ (C)と書く。C ⊂ C+ ⊂ T̂ (C)とみなす。
定義から C は T̂ (C)を生成し、また任意の R線形空間 V に対して線形空間の自然な同型

L(T̂ (C), V ) ' Conv(C, V ) (2.3.16)

がある。特に、もう 1つの凸構造 C ′ に対し、

Conv(C,C ′) ' {f ∈ L(T̂ (C), T̂ (C ′)) | f(C) ⊂ C ′} ⊂ L(T̂ (C), T̂ (C ′)) (2.3.17)

である。*11

T̂ (C)には C+ を正錐とする自然な半順序:

v ≤ w
def⇐⇒ w − v ∈ C+ (2.3.18)

が定まり、R順序線形空間*12となる。

*7 加法とスカラー倍が定まり、整合的であるということ。
*8 可換モノイド (e.g.Z≥0)から Grothendieck 群 (e.g.Z) を構成するやり方と同じである。
*9 これは x− y を意味する。

*10 全単射な affine写像に対してその逆射が affineであることを用いたが、容易に示せる。
*11 従って、T̂ は分離的凸構造の圏から R 線形空間の圏への忠実関手である。さらに、R 線形空間の圏から分離的凸構造の圏への忘
却関手に対する左随伴関手である。

*12 平行移動と正数倍で不変な順序をもつ R線形空間のこと。付録 Bを参照されたい。
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Proof. 容易。

(2.3.17)式から、事象は T̂ (S)上の線形汎関数に一意に延長される。

Example 2.3.13. C を閉単位円板とすると C+ は無限に伸びる閉円錐である。上の構成は、一方に無限に
伸びる円柱 C × R≥0 を作ってから底面を一点に張り合わせることに相当する。

上の例における線形化は、わざわざ構成しなくとも下の命題から簡単に分かる。

命題 2.3.14: 正規化された凸集合と線形化

V を R線形空間、C をその凸部分集合とする。C が以下の条件 (正規化)を満たすなら、T̂ (C)は V

の中で C が張る部分線形空間と R線形空間の意味で同型である。

∀c ∈ C, ∀λ ≥ 0 λc ∈ C ⇒ λ = 1 (2.3.19)

Proof. V を C が張る部分線形空間に置き換えることで、C は V を張るとしてよい。T̂ (C) ' V を示す。包
含写像 C ↪→ V は affine なので、線形写像への自然な延長 i : T̂ (C) → V がとれる。C は T̂ (C)を生成する
ので、これは全射である。
一方で、正規化条件から単射性が従う。実際、i([λc, µc′]) = λc− µc′ = 0とすると λc = µc′ であり、正規
性から λ = µとなる。よって λ = µ = 0か c = c′ であり、いずれにせよ [λc, µc′] = 0である。

系 2.3.15: 線形化の包含関係

凸構造 C, C ′ が C ⊂ C ′ をみたすなら、自然な単射線形写像 T̂ (C) → T̂ (C ′) がある。これにより
T̂ (C) ⊂ T̂ (C ′)とみなす。

Remark 2.3.16. C が正規化されていなくても、次元を 1つ加えることで常に正規化された凸部分集合と同
型にできる。

線形化の分離性についても述べておく。

命題 2.3.17: 線形化の分離性

非空分離的凸構造 C が E ⊂ Conv(C,R) で分離されるなら、T̂ (C)は E ∪ {1C} (の元それぞれを自
然に延長したもの)で分離される。ここで 1C ∈ Conv(C,R)は C の元を 1に送る写像である。

Proof. 任意の ψ ∈ E に対して、ψ(a0c0−b0c′0) = ψ(a1c1−b1c′1)と仮定する。線形性から a0ψ(c0)+b1ψ(c
′
1) =

a1ψ(c1) + b0ψ(c
′
0) である。f = 1C とすれば a0 + b1 = a1 + b0 =: M である。M = 0 のときは明らかに

a0c0 − b0c
′
0 = a1c1 − b1c

′
1 で、正のときは

ψ

(
a0
M
c0 +

b1
M
c′1

)
= ψ

(
a1
M
c1 +

b0
M
c′0

)
(2.3.20)
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であるから分離性を用いて
a0
M
c0 +

b1
M
c′1 =

a1
M
c1 +

b0
M
c′0 (2.3.21)

となり、この場合も a0c0 − b0c
′
0 = a1c1 − b1c

′
1 である。従って T̂ (C)は E ∪ {1C} で分離される。

状態空間はM で分離されたが、後述するように 1S ∈M なので T̂ (S)もM で分離される。
凸構造に線形構造が入ったことで、その次元を定義できる。

定義 2.3.18: 分離的凸構造の次元

非空分離的凸構造 C に対して、C の張る T̂ (C)のアフィン部分空間

Aff(C) := {(a+ 1)c− ac′ ∈ T̂ (C) | a ∈ R≥0, c, c
′ ∈ C} (2.3.22)

の次元*13を単に C の次元という。

Remark 2.3.19. T̂ (C)が n <∞次元のとき、C の次元は n− 1に等しい。

以上より、状態空間はある R線形空間 T̂ (S)を生成する凸部分集合と捉えることができる。状態空間の凸
構造の意味での次元を単に状態空間の次元と言う。*14

Example 2.3.20 (密度作用素). ある Hilbert空間 H上の密度作用素、すなわち非負でトレースが 1である
有界作用素の集合は凸である。これを S(H)と書く。これが生成する凸錐は非負でトレースが有限である有界
作用素の集合で、線形化は自己共役なトレースクラス作用素の集合*15である。dimH = n <∞のとき、この
凸構造の次元は n2 − 1である。特に、n = 2のときはよく知られているように 3次元閉単位球と凸構造とし
て同型である。

上の例は、標準的な量子力学における状態空間である。特に、量子 bit系 (n = 2)の状態空間の 3次元閉単
位球による表現は Bloch球として知られる。
S+ の部分集合 {a · s | a ∈ [0, 1], s ∈ S}には生起確率 pの T̂ (S)への延長を用いて物理的意味をもたせる
ことができる。具体的には、確率 aで状態 sを準備できるが確率 1− aで状態の生成に失敗するような状況を
表す。実際、p(a · s,m) = a · p(s,m)であり、事象の生起確率が a倍に圧縮されている。このような「規格化
されていない」状態を始めから要請するやり方もあるが、後述するようにこの文書では上に述べた「実験の失
敗」は全て事象に押し付ける記述方法をとった。
T̂ (S)には以下の方法でノルムが入る。

*13 すなわち、c0 ∈ C を固定したときの R線形空間 Aff(C)− c0 の次元。
*14 次元は一般には無限である。通常の量子力学と同様に、無限次元系は有限次元系より扱いが難しい。
*15 有界作用素が一意に実部と虚部に分けられ、R 線形写像が C 線形写像に延長されることから、実用上は「複素」線形化としてト
レースクラス作用素全体を考えるほうが便利である。
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命題 2.3.21: 凸構造上のノルム
非空凸構造 C に対し、1C ∈ E ⊂ Conv(C, [0, 1]) を満たす E が C を分離するとする。このとき、以
下は T̂ (C)上のノルムである。

T̂ (C) 3 v 7→ sup
f∈E

|f(v)|∈ R≥0 (2.3.23)

ただし、
Conv(C, [0, 1]) ⊂ Conv(C,R) ' L(T̂ (C),R) (2.3.24)

とみなす。

Proof. セミノルムであることは明らか。命題 2.3.17から非退化性が従う。

状態空間において E :=M とすれば、以下のノルムが得られる。

‖σ‖:= sup
m∈M

|m(σ)| (2.3.25)

任意の事象mについて |m(σ)| ≤ ‖σ‖であるから、mはこのノルムに関して連続である。
上のノルムは便宜上導入したもので、操作的な妥当性は後で考える。一般の凸構造に対して別のやり方で
セミノルムを定義することができ、操作的意味も調べられているが、ここでは省略する。付録 Aを参照され
たい。

2.4 事象空間の代数構造
前節では状態空間に線形構造 (+α) が入ることを見た。同様に、事象の空間にもある代数構造を定められ
る。まず、任意の状態 sに対して p(s,m) + p(s,m′) ≤ 1を満たすような排他的な事象において論理和が整合
的に存在することを要請する。

物理的要請 2.4.1: 排他的な事象、論理和
2つの事象m,m′ ∈M が排他的であるとは、以下を満たすことを言う。

∀s ∈ S p(s,m) + p(s,m′) ≤ 1 (2.4.1)

M の有限部分集合が排他的であるというのも同様に定める。
任意の排他的な事象の組m1,m2 に対して、以下を満たす事象mが存在すると仮定する。*16

∀s ∈ S p(s,m) = p(s,m1) + p(s,m2) (2.4.2)

外延性 (2.2.3)からmはm1,m2 に対して一意であるから、mをm1 >m2 と書く。
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さらに、常に noを出力する事象や出力を逆転した事象が考えられる。操作的な意味も明らかである。

物理的要請 2.4.2: 事象「0」、否定
ある事象 0M が存在して、以下を満たすとする。

∀s ∈ S p(s, 0M ) = 0 (2.4.3)

また、任意の事象mに対しある事象mが存在して、以下を満たすとする。

∀s ∈ S p(s,m) = 1− p(s,m) (2.4.4)

これらは外延性 (2.2.3)から一意である。

特に、0は命題 2.3.17の 1S に相当する。以上の要請から事象空間は以下の数学的構造を持つことが分かる。

定義 2.4.3: Effect algebra

集合 E、E 上の二項関係 ⊥⊂ E × E、部分演算 > :⊥→ E、一項演算 •⊥ : E → E の組が effect

algebraであるとは、以下を満たすことを言う。

1. 単位元の存在: 0 ∈ E が一意に*17存在して、任意の e ∈ E に対して 0 ⊥ eかつ

0> e = e (2.4.5)

2. 可換性: e, f ∈ E に対して e ⊥ f ならば f ⊥ eかつ

e> f = f > e (2.4.6)

3. 結合性: e, f, g ∈ E に対して e ⊥ f かつ (e> f) ⊥ g ならば f ⊥ g, e ⊥ (f > g)かつ

(e> f)> g = e>(f > g) (2.4.7)

4. 直交補元化: 任意の e, f ∈ E に対して

e = f⊥ ⇔ e> f = 0⊥ (2.4.8)

5. 正値性: 任意の e ∈ E に対して
e ⊥ 0⊥ ⇒ e = 0 (2.4.9)

⊥,>, •⊥ が明らかなときは、単に E を effect algebraという。

*16 筆者はこの要請は操作的意味が不明瞭であると感じたが、広く受け入れられているようである。

14



結合性から、(· · · ((e1 > e2)> e3)> · · ·> en) が well-definedのときこれを単に>n
i=1 ei と書く。また、

単に e> f と書くだけで e ⊥ f を要求することを表すことがある。
E を effect algebra としたとき、E には常に以下の自然な半順序が備わっていると考える。

∀e, f ∈ E e ≤ f
def⇐⇒ ∃g ∈ E e ⊥ g, e> g = f (2.4.10)

この順序に関して 0 は最小元、u := 0⊥ は最大元である。これらをそれぞれ 0 effect、unit effect と
いう。
E,E′ を effect algebra とする。F : E → E′ が effect algebra の射であるとは、F (uE) = uE′ かつ
e ⊥ f ⇒ F (e> f) = F (e)>F (f) であることを言う。E から E′ への effect algebra の射の集合を
EA(E,E′)と書く。

Example 2.4.4 (Order unit を持つ R順序線形空間).

R順序線形空間 (V,≤)の元 uが order unit であるとは、任意の v ∈ V に対して n ∈ Z>0 が存在して v ≤ nu

を満たすことを言う。このとき、
[0, u] := {v ∈ V | 0 ≤ v ≤ u} (2.4.11)

は加法の制限 (v ⊥ w
def⇐⇒ v + w ≤ u) などによって effect algebraとなる。このような形の effect algebra

を linear effect algebraと言う。

Example 2.4.5. 集合 X に対して、X 上で有界な関数の集合

{f : X → R | sup
x∈X

|f(x)| <∞} (2.4.12)

は 1を値に取る定数関数 uを order unit とする R順序線形空間である。ただし、順序は pointwise に

f ≤ g
def⇐⇒ ∀x ∈ X f(x) ≤ g(x) (2.4.13)

と定める。[0, u] = [0, 1]X である。Example 2.4.4よりこれは effect algebra である。

Example 2.4.6 (Effect 作用素). ある Hilbert空間H上の有界自己共役作用素の集合 Lb
sa(H)は恒等作用素

idH を order unit とする R順序線形空間である。E(H) := [0, idH]は example 2.4.4から effect algebra で
あり、この元を H上の effect 作用素という。特に、(直交)射影作用素は effect 作用素であり、その集合は部
分 effect algebra をなす。

この例は、標準的な量子力学における事象空間である。

*17 一意性の要求は冗長であるが割愛する。
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Example 2.4.7 (有限加法族). 任意の集合 X と X 上の有限加法族*18F に対し、

E ⊥ F
def⇐⇒ E ∩ F = ∅ (2.4.14)

E>F := E ∪ F (disjoint union) (2.4.15)

E⊥ := X \ E (2.4.16)

で定めるとこれは effect algebra となる。最小元は ∅、最大元は X である。

事象空間における順序構造は、

m ≤ m′ (2.4.17)

⇐⇒∃m′′ ∈M m>m′′ = m′ (2.4.18)

⇐⇒∃m′′ ∈M, ∀s ∈ S p(s,m) + p(s,m′′) = p(s,m′) (2.4.19)

⇐⇒∀s ∈ S p(s,m) ≤ p(s,m′) (2.4.20)

で与えられる。すなわち、pointwise な順序である。ただし、最後の ⇐ は m′′ = m>m′ とすることで分
かる。
測定を事象に分解した 2.1節の議論を逆にたどることで、一般確率論における測定が定義できる。

定義 2.4.8: 有限加法的測度
X を集合、F をその上の有限加法族とする。(X,F)上の、effect algebra E に値をとる有限加法的測
度とは、effect algebra の射 µ : F → E を指す。

Remark 2.4.9. E = [0, 1]のとき上の意味での有限加法的測度は通常の測度論における意味での有限加法的
確率測度と一致する。

物理的要請 2.4.10: 測定

n ∈ Z>0 に対して、n値測定*19とは、n元集合 Ωと (Ω, 2Ω)上のM に値を取る有限加法的測度 µの
組のことである。Ω = {ωi}ni=1 とすれば、これは排他的な事象の組 {mi}ni=1 であって

n>
i=1

mi = u (2.4.21)

を満たすものと同一視される。このとき、

µ(E) = >
ωi∈E

mi (2.4.22)

である。特に、m ∈M と (m1 = m,m2 = m̄)を同一視することで事象は 2値測定とみなせる。

*18 X の部分集合からなる空でない集合族で、補集合と有限和で閉じているもの。
*19 事後状態に関する記述をしていないため測定「過程」の定義ではない。事後状態を記述するには状態変化を定義しなければならな
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これが通常の量子力学における (測定値が有限種類の*20) POVM(あるいは PVM)の一般化であることはす
ぐに分かる。
Effect algebraの性質をいくつか示す。

命題 2.4.11: Effect algebraの性質
effect algebra E の元 e, f, g に対して以下が成り立つ。

1. 正値性:

e ≥ 0 (2.4.23)

2. 簡約法則:

e> g = f > g ⇒ e = f (2.4.24)

Proof.

1. e> 0 = eより。
2. (e> g)>(f > g)⊥ = (f > g)>(f > g)⊥ = uより e = f = (g>(f > g)⊥)⊥ である。

さらに、状態と同様に事象を確率的に設定できるから、以下の要請に至る。

物理的要請 2.4.12: 事象の確率混合
任意の λ, µ ∈ [0, 1]とm,m′ ∈M に対して、λ+ µ ≤ 1ならある事象 λm+ µm′ が存在して以下を満
たすとする。

∀s ∈ S p(s, λm+ µm′) = λp(s,m) + µp(s,m′) (2.4.25)

これは外延性 (2.2.3) から一意である。特に、m′ = 0M のとき λm と書き、0m = λ0M = 0M や
1m = mが成り立つ。

λ < 1に対する λmは先に述べたような「実験の失敗」に対応している。
以上の要請から次の数学的構造が導入される。

いが、この文書では割愛している。
*20 測定値が無限種類、例えば R値の測定を考えるには R上の適切な完全加法族からM への「測度」を考えればいいことが類推され
るが、単なる effect algebra では完全加法性について述べられるような構造がない。測度を定義できるようなクラスとして、順序
の ω 完備性を課した ω-effect algebra が挙げられる [8]。
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定義 2.4.13: Effect module

Effect algebra E と写像 [0, 1]×E 3 (λ, e) 7→ λe ∈ E の組が以下を満たすとき、([0,1]-)effect module

あるいは convex effect algebraと言う。

1. スカラー結合性: 任意の λ, µ ∈ [0, 1], e ∈ E に対して

λ(µe) = (λµ)e (2.4.26)

2. 左分配法則: 任意の λ, µ ∈ [0, 1], e ∈ E に対して、λ+ µ ≤ 1ならば λe ⊥ µeかつ

λe>µe = (λ+ µ)e (2.4.27)

3. 右分配法則: 任意の λ ∈ [0, 1], e, f ∈ E に対して、e ⊥ f ならば λe ⊥ λf かつ

λe>λf = λ(e> f) (2.4.28)

4. 1は乗法単位元: 任意の e ∈ E に対して

1e = e (2.4.29)

E,E′ を effect module とする。F : E → E′ が effect module の射であるとは、F が effect algebra

の射であって F (λe) = λF (e) を満たすことを言う。E から E′ への effect module の射の集合を
EMod(E,E′)と書く。

Example 2.4.14. Linear effect algebra (example 2.4.4)はスカラー倍を [0, 1]倍に制限すれば effect module

となる。特に、effect作用素の集合 (example 2.4.6) は effect module となる。一方で射影作用素の集合は部
分 effect module にはならない。

事象空間はこれまでの要請 (と外延性)から effect module となる。
凸構造の場合と同様に、effect module は線形構造に拡大できる。次の命題は、example 2.4.14の逆が成立
することを言っている。

定理 2.4.15: Effect moduleは linear effect algebra

Effect module E はある linear effect algebra [0, u] ⊂ V と effect moduleとして同型である。*21

Proof. 概要のみ示す。*22 E の生成する可換自由モノイド*23M(E)上の同値関係 ∼を、

1 · (e> e′) ∼ 1 · e+ 1 · e′ (2.4.30)

*22 より丁寧な証明は [9]を参照されたい。
*23 すなわち、E から Zへの写像であって値域が有限集合であるもの全体に点ごとの加法を定めたもの。
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1 · 0E ∼ 0M(E) (2.4.31)

が成り立つ最小のものとして定める。すなわち、f ∼ g であるとはある {h0 = f, h1, . . . , hn = g} ⊂ M(E)

が存在して hi と hi+1 が等しいか (2.4.30)、(2.4.31) で移り合うこととする。
このときM(E)/∼ への R≥0 の作用が well-defined であることが示せる。ここから (凸構造の線形化と同
様に) R順序線形空間 T̂ (E)を構成でき、uは order unit かつ E = [0, u]となる。さらに別の effect module

E′ に対し EMod(E,E′)の元は T̂ (E)から T̂ (E′)への順序と order unit を保つ線形写像に一意に拡張され
る。

Remark 2.4.16. 特に、effect module の射は全単射ならば同型である。

Example 2.4.17. (Effect module にならない例)

u = 0 なら #[0, u] = 1、それ以外の場合は λu ∈ [0, u] (λ ∈ [0, 1]) から [0, u] は無限集合になる。特に、
1 ≤ #X <∞なる集合X について有限加法族 2X は effect algebra (example 2.4.7)だが、effect module に
はなりえない。

定義 2.4.18: Effect module の次元

Effect module E は、命題 2.4.15から R(順序)線形空間 T̂ (E)の部分集合とみなせる。T̂ (E)の R線
形空間としての次元を単に E の次元という。

従って、事象空間はある R順序線形空間の部分集合 [0, u]と捉えられる。状態空間と同様、これを以下では
線形化と言い、事象空間の effect module としての次元を単に事象空間の次元と言う。
実は、線形化した空間には自然にノルムが入る。まず、order unit から定まるセミノルムを定義する。

命題/定義 2.4.19: Order unit の誘導するセミノルム

R順序線形空間 V が order unit u ∈ V をもつとき、以下の写像は V 上のセミノルムになる。

‖·‖: V 3 v 7→ ‖v‖:= inf{r ∈ [0,∞) | −ru ≤ v ≤ ru} ∈ [0,∞) (2.4.32)

これを order unit の誘導するセミノルムという。

Proof. Order unit の定義から {r ∈ [0,∞) | −ru ≤ v ≤ ru} は空でないからこの写像は well-defined であ
る。また、‖0‖= 0 は明らかである。λ 6= 0 に対して −ru ≤ v ≤ ru ⇔ −λru ≤ λv ≤ λru であるから、
λ‖v‖= ‖λv‖である。三角不等式も同様である。

*23 より強く、上の証明は effect moduleの圏と order unit を持つ R順序線形空間の圏 (射は順序と order unit を保つ線形写像)の
間の圏同値を構成したことになっている。
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事象空間にこの定義をあてはめると、

‖m‖ = sup
s∈S

p(s,m) ∈ [0, 1] (2.4.33)

‖m−m′‖ = sup
s∈S

|p(s,m)− p(s,m′)| ∈ [0, 1] (2.4.34)

となる。一般の effect module でもこのセミノルムは EMod(E, [0, 1])で特徴づけられる。

補題 2.4.20.

V を order unit uをもつ R順序線形空間とし、C をその正錐とする。v ∈ V に対し、

αv : = sup{a ∈ R | au ≤ v} (2.4.35)

βv : = inf{b ∈ R | bu ≥ v} (2.4.36)

としたとき、以下が成り立つ。

{f(v) | f ∈ C∗, f(u) = 1} = [αv, βv] (2.4.37)

Proof. v = uのときは自明なので以下 v 6= uとする。C∗ の元は順序を保つので、

{f(v) | f ∈ C∗, f(u) = 1} ⊂ [αv, βv] (2.4.38)

は明らかである。
Order unit の性質から C は V を生成するので、W := Ru、g :W 3 au 7→ a ∈ Rとして補題 B.3.1を適用
すれば、αv ≤ γ ≤ βv なる γ に対し g の延長 f ∈ C∗ で f(u) = 1かつ f(v) = γ を満たすものが存在するこ
とがわかる。

Remark 2.4.21. {f(v) | f ∈ C∗, f(u) = 1}=EMod([0, u], [0, 1]) (を一意に延長したもの)である。

命題 2.4.22: Order unit の誘導するセミノルムの特徴づけ
定義 2.4.19のセミノルムに関して、以下の等式が成り立つ。

‖v‖= sup{|f(v)| ∈ [0,∞) | f ∈ EMod([0, u], [0, 1])} (2.4.39)

Proof. 補題 2.4.20の表記を用いると、

sup{|f(v)| ∈ [0,∞) | f ∈ EMod([0, u], [0, 1])} = sup{|r| | αv ≤ r ≤ βv} (2.4.40)

= max(|αv|, |βv|) (2.4.41)

である。−ru ≤ v ≤ ruのとき定義から −r ≤ αv ≤ βv ≤ r なので r ≥ max(|αv|, |βv|)である。従って

‖v‖≥ max(|αv|, |βv|) (2.4.42)
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である。一方 t > max(|αv|, |βv|)とすると

− tu ≤ v ≤ tu⇒ ‖v‖≤ t (2.4.43)

であるから、等号が成り立つ。

上のセミノルムがノルムとなるような構造を定義する。

定義 2.4.23: Order unit space, Archimedean effect module

Order unit u ∈ V が Archimedean*24であるとは、以下が成り立つことを言う。

∀v ∈ V (∀n ∈ Z>0 nv ≤ u⇒ v ≤ 0) (2.4.44)

このような order unit を備えた R順序線形空間を order unit space (OUS) という。また、線形化が
order unit space になる effect module を Archimedean effect module (AEM)という。

Example 2.4.24. R2 上に次の 2種類の順序を定める。

(x1, y1) ≤ (x2, y2)
def⇐⇒ x1 ≤ x2 ∧ y1 ≤ y2 (2.4.45)

(x1, y1) ≤∗ (x2, y2)
def⇐⇒ x1 < x2 ∨ (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) (2.4.46)

前者は直積順序、後者は辞書式順序に等しい。このとき (1, 1)はどちらの順序でも order unit になる。また、
直積順序においては明らかに Archimedean である。一方で、任意の n ∈ Z>0 に対して

n(0, 1) = (0, n) ≤∗ (1, 1) (2.4.47)

かつ (0, 1) 6≤∗ (0, 0)なので辞書式順序においては Archimedean でない。

Archimedean effect module を線形化を用いない形で特徴づけておく。

命題 2.4.25: Archimedean effect module の特徴づけ
Effect module E が Archimedeanであることは以下と同値である。

∀e, f ∈ E (∀n ∈ Z>0
1

2
e ≤ 1

2
f > 1

2n
u⇒ e ≤ f) (2.4.48)

Proof. Archimedean であるなら (2.4.48) が成り立つことは明らかである。(2.4.48) が成り立つとして、
v ∈ T̂ (E)で ∀n ∈ Z>0 nv ≤ uなるものをとる。−vに order unit性を使うと、0 ≤ v+muなるm ∈ Z≥0がと
れる。従って e := 1

m+1 (v+mu) ∈ [0, u]である。f := m
m+1uとすれば、仮定から 1

2(m+1)v ≤ 1
2n(m+1)u ≤ 1

2nu

なので (2.4.48)が適用でき、e ≤ f すなわち v ≤ 0となる。

*24 Archimedeanという性質は一般に順序群などでも定義される性質であるが、今は order unit に制限された形で述べた。
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事象空間は Archimedeanである。実際、m,m′ ∈M と n ∈ Z>0 について、

1

2
m ≤ 1

2
m′ > 1

2n
u (2.4.49)

⇐⇒∀s ∈ S p(s,m) ≤ p(s,m′) +
1

n
(2.4.50)

であるから、n→ ∞として ∀s ∈ S p(s,m) ≤ p(s,m′)、すなわちm ≤ m′ となる。
定義から明らかに以下が成り立つ。

命題/定義 2.4.26: Order unit ノルム

Archimedean order unit の誘導するセミノルムはノルムである。これを order unit ノルムという。
OUS は常にこのノルムによってノルム空間とみなす。
さらに、[−u, u] = {v ∈ V | ‖v‖≤ 1}, [0, u] = 1

2 ([−u, u] + u)は閉集合である。

Remark 2.4.27. 定義から任意の ε > 0に対して −(‖v‖+ε)u ≤ v ≤ (‖v‖+ε)u が分かるが、Archimedian

であることを使えば −‖v‖u ≤ v ≤ ‖v‖uとなる。

従って、事象空間はノルム空間の閉集合となる。また、S の元を T̂ (M)上の関数とみなしたとき、上のノ
ルムに関して連続である。これは p(s,m) ≤ sups∈S p(s,m) = ‖m‖から明らかである。一般的な形で以下に
示しておく。

命題 2.4.28: Order unit space の射は連続
OUS (V, u), (V ′, u′)間の順序と order unit を保つ線形写像 f は、order unit ノルムに関して連続で
ある。

Proof. 仮定から
− ‖v‖u′ = −‖v‖f(u) ≤ f(v) ≤ ‖v‖f(u) = ru′ (2.4.51)

となるので |f(v)| ≤ ‖v‖より成り立つ。

Notation 2.4.29. OUS (V, u), (V ′, u′) 間の順序と order unit を保つ線形写像を OUS の射といい、
OUS(V, V ′)と書く。

上のノルムに関する完備性も定義しておく。

定義 2.4.30: Banach effect module

E を AEM とする。E が order unit ノルムから誘導される距離に関して (Cauchy) 完備であるとき、
E を Banach effect module (BEM) という。

Example 2.4.31. 集合 X に対して、[0, 1]X は BEM である。
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命題 2.4.32: T̂ (E)の完備性

E を AEM とする。E が BEM であることと T̂ (E)が order unit ノルムに関して Banach 空間であ
ることは同値である。

Proof. E = [0, u] は T̂ (E) の閉集合であったから、T̂ (E) が完備なら E も完備である。逆に、T̂ (E) 上の
Cauchy 列は必ず [0, u]の正数倍に含まれるので、E が完備なら収束する。

2.5 状態空間と事象空間の関係
前節までで状態空間と事象空間がそれぞれ (分離的)凸構造と (Archimedean) effect moduleになることを
述べた。この 2つの構造は、実は双対な関係*25にある。

命題 2.5.1: 凸構造と effect moduleの双対性
凸構造 C に対して Conv(C, [0, 1]) は自然に AEM になる。逆に、effect module E に対して
EMod(E, [0, 1])は自然に分離的凸構造になる。

Proof. 概略のみ示す。Conv(C, [0, 1])は C 上有界な affine 写像のなす R線形空間

{f ∈ Conv(C,R) | sup
x∈C

|f(x)| <∞} (2.5.1)

の部分集合である。この空間に各点ごとの順序

f ≤ g
def⇐⇒ ∀c ∈ C f(c) ≤ g(c) (2.5.2)

を入れると、定数関数 1 を order unit とする OUS になる。Conv(C, [0, 1]) はこれに対する linear effect

algebra である。
Effect module E ' [0, u] ⊂ T̂ (E)を考える。このとき、T̂ (E)の order dual T̂ (E)+ に対して

EMod(E, [0, 1]) ' {f ∈ T̂ (E)+ | f ≥ 0, f(u) = 1} ⊂ T̂ (E)+ (2.5.3)

であり、EMod(E, [0, 1])は T̂ (E)+ の凸部分集合と同型になる。

Remark 2.5.2. 証明から、

T̂ (Conv(C, [0, 1])) = {f ∈ Conv(C,R) | sup
x∈C

|f(x)| <∞} (2.5.4)

T̂ (EMod(E, [0, 1])) = T̂ (E)+ (2.5.5)

*25 微妙に非対称的に見えるかもしれないが、これは事象空間には u, 0の存在を要請したのに対して状態空間にはしていないことによ
る。規格化されていない状態も取り込めばもう少し対称的になるが、uの存在によりやはり違いが出る。
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T̂ (EMod(E, [0, 1]))+ = {f ∈ T̂ (E)+ | f ≥ 0} (2.5.6)

である。また、T̂ (Conv(C, [0, 1])) のノルムは supノルムであり、実際は BEM になっている。特に [0, 1]C

の部分 BEM である。

Remark 2.5.3. 圏論の言葉を用いれば上の対応はHom関手である。より強く、この関手はConvとEMod

の双対随伴を与える。example 2.5.6で見るように、これは圏同値ではない。それぞれにより強い (しかし物
理的に意味づけ可能な)構造を加え制限すると、双対同値とすることができる。2.7節を参照。

外延性を考慮するとM,S はそれぞれ Conv(S, [0, 1]),EMod(M, [0, 1])の部分構造であってお互いを分離
するものと言える。また、線形化に対して順序を保つ単射線形写像

T̂ (S) ↪→ T̂ (M)+ (2.5.7)

T̂ (M) ↪→ T̂ (S)+ (2.5.8)

が得られる。両辺の次元を比較することで、有限次元ならこれは全単射 (∴線形空間として同型) になること
が分かる。
特別な場合、この双対性は「strict に」成り立つ。

定理 2.5.4: 有限次元凸構造の反射性
有限次元分離的凸構造 C 6= ∅が、Conv(C, [0, 1])で分離されるとする。このとき以下が成り立つ。

EMod(Conv(C, [0, 1]), [0, 1]) ' clT̂ (C)(C) (2.5.9)

ただし、閉包は命題 2.3.21のノルム位相*26でとる。

Proof. 仮定から、自然な単射 affine写像

C ↪→ EMod(Conv(C, [0, 1]), [0, 1]) =: Ĉ (2.5.10)

ができる。従って、系 2.3.15から T̂ (C) ⊂ T̂ (Ĉ) である。T̂ (C)上のノルムは T̂ (Ĉ)上のノルム

T̂ (Ĉ) 3 Φ 7→ sup
f∈Conv(C,[0,1])

|Φ(f)| (2.5.11)

の制限である。このノルムに関して Ĉ は閉であるから、自然な単射 affine写像

clT̂ (C)(C) ↪→ Ĉ (2.5.12)

がある。

*26 有限次元空間のノルムは全て同値であるから、適当な同型 T̂ (C) ≃ Rn を用いてユークリッドノルムを入れて考えてもよい。
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全射性を背理法で示す。Φ ∈ Ĉ \ clT̂ (C)(C) をとる。これは T̂ (Conv(C, [0, 1]))∨ の元とみなせる。

Conv(C,R)∨ ' T̂ (C)∨∨ ' T̂ (C) (2.5.13)

T̂ (Conv(C, [0, 1])) ⊂ Conv(C,R) (2.5.14)

から、T̂ (Conv(C, [0, 1])) は有限次元である。従って T̂ (Conv(C, [0, 1]))∨∨ ' T̂ (Conv(C, [0, 1])) であり、
分離超平面定理からある f ∈ T̂ (Conv(C, [0, 1]))と実数 aがあって

Φ(f) < a ≤ f(x) (∀x ∈ C) (2.5.15)

となる。f − a1を考えることで a = 0としてよく、また supx∈C f(x)で f を割ることで f ∈ Conv(C, [0, 1])

とできる。だが、このとき Φ(f) < 0で Φ ∈ Ĉ に矛盾する。

Remark 2.5.5. AEM でも同様のことが成り立つが、ここでは省略する。2.7節や付録 Cを参照されたい。

Example 2.5.6 (有界でない凸集合).

Rは閉だが Conv(R, [0, 1]) ' [0, 1](定数関数)では分離されず、

EMod(Conv(R, [0, 1]), [0, 1]) ' EMod([0, 1], [0, 1]) ' {∗} 6' R (2.5.16)

である。

有限次元状態空間は事象空間で分離されるので、命題 2.5.4の仮定を満たす。一方で閉であるかは自明でな
い。次節では、無限次元の場合を含め S やM の位相について考察する。

2.6 物理的位相
状態空間、事象空間には先に定義したノルムから誘導される位相 (topology)が入るが、この物理的/操作的
意味はなんだろうか。状態 sのノルム位相に関する閉 ε近傍は、

|p(s,m)− p(s′,m)| ≤ ε (2.6.1)

が任意の事象mで成り立つような状態 s′ の集合である。すなわち、状態 s, s′ がノルム位相の意味で近いのは
任意の事象に対する確率分布が一様に近い時である。
これは概念的にはわかりやすいが操作的に確かめられるかというと難しい条件である。現実的に可能な実験
は有限回であるから、「任意の状態」や「任意の事象」を確認するのは実質的には不可能である。例えば同じ状
態に対して測定を繰り返して得られる情報は、たかだか有限の事象に対してその確率分布が推定分布に関して
誤差範囲内にあるということだけである。このことを忠実に取り込むと、以下のような近傍基が考えられる。

U(s, ε;m1, . . . ,mn) := {s′ ∈ S | |p(s,mi)− p(s′,mi)| < ε (i = 1, · · · , n)} (2.6.2)

25



この近傍基が生成する位相は S ⊂ EMod(M, [0, 1]) ⊂ [0, 1]M とみなしたときの相対位相に等しい。ただし、
[0, 1]M には直積位相を入れる。また、S の線形化 T̂ (S)を用いれば、T̂ (S)上の汎関数分離族 {p(·,m)}m∈M

の定める汎弱位相にも等しい。すなわち、事象を連続にするような最弱の位相である。*27 この位相を物理的位
相という。これはノルム化可能とは限らないが、それでも状態空間は (局所凸)TVS の凸部分集合とみなせる。
また、事象は先のノルムに関して連続であったから、物理的位相は先のノルム位相より弱い*28。

Notation 2.6.1. S や T̂ (S)がこの位相を備えていることを、Sσ や T̂ (S)σ と表記することで表す。

物理系 (S,M) に対して、Sσ を (物理的位相に関して)EMod(M, [0, 1]) 内で閉包をとった S を考えると、
(S,M)もまた (仮想的に) 物理系とみなせる。実際、S は EMod(M, [0, 1])の部分集合であるので外延性は
S でも成り立つ。位相の定義で述べたように実験で分かるのはある開集合 U ⊂ EMod(M, [0, 1]) が状態空間
と交わりをもつということだけであるから、

U ∩ S 6= ∅ ⇔ U ∩ S 6= ∅ (2.6.3)

に注意すれば仮想的な系 (S,M)はもとの系と物理的に等価だと言える。S はコンパクト集合 [0, 1]M の閉集
合であるから、コンパクトである。この仮想的な状態空間 S を、以下では単に仮想的状態空間とよぶ。
以上の議論から、状態空間は物理的位相に関してコンパクトなある凸構造の稠密部分凸構造であると結論さ
れる。仮想的状態空間の端点を仮想的純粋状態と呼ぶことにすれば、Krein-Milman の端点定理から任意の状
態は仮想的純粋状態の凸結合で近似*29されることがわかる。
仮想的状態空間の議論は抽象的であったが、中心となる考えは物理でよく行うある種の「近似」や「無視」
と同一である。例えば電磁気学の演習問題で自由に電荷を配置することがあるが、これは宇宙での電荷保存則
を破っているわけではない。「月の向こうに*30」反対の電荷を置いて、十分遠いので無視できるなどとしてい
るわけである。状態空間の閉包をとるというのは、この電荷を無限遠に飛ばして、はじめから無視するという
ことに対応している。
仮想的状態空間にコンパクトな位相が入っているのに対応して、以下の構造を導入する。

定義 2.6.2: コンパクトHausdorff 凸構造 (CCH)

凸構造 C にコンパクト Hausdorff (CH)な位相が入っており、連続な affine関数で分離されるとする。
すなわち、c 6= d ∈ C に対してある連続な affine関数 f : C → Rが存在して f(c) 6= f(d)を満たすと
する。このとき C をコンパクト Hausdorff 凸構造 (CCH)と言う。2つの CCH C,C ′ の間の射とは、
Conv(C,C ′)の元であって連続なものを言い、その集合を CCH(C,C ′)と書く。

*27 さらに言い換えると、双対組 (T̂ (S), T̂ (M), p)の弱位相 σ(T̂ (S), T̂ (M))である。
*28 有限次元なら、T0 な位相線形空間となる位相は一意なのでこれらは通常の (Rn から誘導される)位相と一致する。
*29 本当は閉凸包を取る必要があるので、ごまかした。
*30 実験のスケールに応じて、隣の部屋かもしれないし太陽系/銀河系の外でもよい。
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Remark 2.6.3. コンパクト空間から Hausdorff 空間への連続な全単射は同相写像であるから、CCH の射は
全単射なら同型である。

Remark 2.6.4. コンパクト集合上の連続関数は最大値最小値をもつから、任意の CCH C はCCH(C, [0, 1])

で分離される。また、C が有限次元の場合は CCH(C,C ′) = Conv(C,C ′)である。

Notation 2.6.5. 一般に凸構造 C0, C1 に位相が定まっているとき、連続な affine 関数の集合を A(C0, C1)

と書く。

仮想的状態空間の線形化についても考えておく。系 2.3.15と

S ⊂ S ⊂ EMod(M, [0, 1]) (2.6.4)

から、
T̂ (S) ⊂ T̂ (S) ⊂ T̂ (M)+ ⊂ T̂ (M)∨ (2.6.5)

である。T̂ (M)+, T̂ (M)∨ に T̂ (M)からの弱位相を入れれば、これは位相をこめて成り立つ包含である。こ
の位相に関して T̂ (M)∨ は完備であるから、T̂ (S)σ の完備化は T̂ (M)∨ 内での閉包であり、特に T̂ (S)σ 内で
T̂ (S)σ は稠密である。また、制限による自然な線形写像

A(Sσ,R) ' T̂ (S)∗σ → T̂ (S)∗σ ' A(Sσ,R) (2.6.6)

は全単射である。単射性は稠密性から、全射性は局所凸空間に対する Hahn-Banach の拡張定理から従う。特
に、この写像を制限すると

CCH(Sσ, [0, 1]) ' A(Sσ, [0, 1]) (2.6.7)

が得られる。
事象空間との関係も見ておく。{p(·,m)}m∈M は物理的位相に関して連続なのでM ⊂ A(Sσ, [0, 1])とみな
せる。さらに、汎弱位相の性質から R線形空間の同型

T̂ (M) ' A(S,R) ' T̂ (S)∗σ (2.6.8)

が成り立つ。
状態空間と事象空間を入れ替えることで事象空間にも物理的位相を導入できるが、ここでは省略し*31、M
はある BEM にノルム位相で稠密に含まれることだけ指摘しておく。

*31 以下の話の流れ的には、事象空間にはノルム位相を入れておいたほうが都合が良い。一方でその動機は不明瞭であり、単なる数学
的便宜にとどまると思われる。
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2.7 CCH-BEM 双対性
CCHと BEMは完全に双対である。まず、凸構造と effect module の双対性を制限したものが well-defined

であることを見る。

命題 2.7.1: CCHと BEM間のHom関手
C を位相を備えた凸構造とする。このとき A(C, [0, 1])は BEM となる。
E を effect module とする。このとき EMod(E, [0, 1])は凸構造であったが、これを CCH にするよ
うな位相が自然に定まる。

Proof. 定数関数は連続であるから、A(C, [0, 1]) は Conv(C, [0, 1]) の部分 effect module で、Archimedian

である。ノルムは sup ノルムであったから、A(C, [0, 1])の Cauchy 列は一様 Cauchy 列であり、従って連続
関数に収束する。よって完備である。
EMod(E, [0, 1])には [0, 1]E からの双対位相を入れる。EMod(E, [0, 1])は CH空間 [0, 1]E の閉集合なの
で CHである。また、e ∈ E に対して

eve : EMod(E, [0, 1]) 3 f 7→ f(e) ∈ [0, 1] (2.7.1)

は定義から連続で affine 関数であるから、 EMod(E, [0, 1])は CCH となる。

Remark 2.7.2.

T̂ (A(C, [0, 1])) = {f ∈ A(C,R) | sup
c∈C

|f(c)| <∞} (2.7.2)

である。特に、C が CCHなら
T̂ (CCH(C, [0, 1])) = A(C,R) (2.7.3)

である。また、 EMod(E, [0, 1])の線形化は先に述べたとおり T̂ (E)+ だが、EMod(E, [0, 1])を CCH にす
る位相は双対ノルム空間の位相 (強位相)ではなく弱位相であることに注意が必要である。

また、明らかに以下が成り立つ。

命題 2.7.3: 二重双対への自然な単射:位相凸構造
位相を備えた凸構造 C が、A(C, [0, 1])で分離されるとする。このとき自然な単射

C 3 c 7→ (evc : f 7→ f(c)) ∈ EMod(A(C, [0, 1]), [0, 1]) (2.7.4)

が定まり、連続な affine 写像となる。

Remark 2.7.4. 特に、任意の CCH は (局所凸)TVS にの凸部分集合とみなせる。
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effect module でも同様であるが、単射性を示すのに先の命題を用いる。

命題 2.7.5: 二重双対への自然な単射:AEM

E を AEMとする。このとき自然な写像

E 3 e 7→ (eve : f 7→ f(e)) ∈ CCH(EMod(E, [0, 1]), [0, 1]) (2.7.5)

が定まるが、これは単射かつ effect module の射となる。

Proof. Effect module の射であることは容易である。単射であることを示すために、線形化した写像

ev : T̂ (E) → A(EMod(E, [0, 1]),R) (2.7.6)

がノルムを保存することを示す。

‖ev(v)‖= sup
f∈EMod(E,[0,1])

|ev(v)(f)| = sup
f∈EMod(E,[0,1])

|f(v)| = ‖v‖ (2.7.7)

ただし、最後の式変形は命題 2.4.22を用いた。

上の単射は、CCH と BEM の場合同型になる。

定理 2.7.6: CCH-BEM双対性 1

CCH C に対して、EMod(CCH(C, [0, 1]), [0, 1])は C と同型である。

定理 2.7.7: CCH-BEM双対性 2

AEM E に対して、命題 2.7.5の射は埋め込み (∴ 像が稠密)である。
特に、E が BEM なら CCH(EMod(E, [0, 1]), [0, 1])は E と同型である。

これらの定理の証明は付録 Cを参照されたい。
状態空間において、

M = A(Sσ, [0, 1])(= CCH(Sσ, [0, 1])) (2.7.8)

が成り立つという仮定を (事象に対する)no-restriction hypothesis という。このとき、上の定理から

S = EMod(M, [0, 1]) (2.7.9)

も成り立つ。すなわち、数学的に許される測定は全て可能であり、数学的に許される状態は全て (仮想的)状
態であるという仮定である。これを採用する積極的理由はないと思われるが、利便性のため課されていること
が多い。*32

*32 通常の量子論で任意のユニタリ発展を考えるのに似ている。
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2.8 ここまでのまとめ:単一系の一般確率論
ここまでの要請から得られた枠組みを振り返っておく。

• 状態空間 S はある CCH の稠密部分凸構造である。
• 事象空間M はある BEM の稠密部分 AEM である。
• S,M は EMod(M, [0, 1]),A(S, [0, 1])の部分構造で、お互いを分離する。

必要ならばさらに線形化を構成することもできる。a priori に Hilbert 空間が仮定される量子論よりは、線形
構造がどこから生じているかが明確になっていると思う。
古典系や量子系が一般確率論のモデルであることを今一度見ておく。

Example 2.8.1. (有限次元古典系)

S を n <∞次元単体*33∆n、M := Conv(∆n, [0, 1]) ' [0, 1]n とする系を n次元古典系という。

Example 2.8.2. (量子系)

Hを可分複素 Hilbert 空間とする。S を S(H)、M を E(H) とする系を Hを純粋状態空間にもつ量子系とい
う。ペアリングは p(ρ,E) := Tr(ρE) で得られる。Gleason の定理 (の Busch による簡略化 [10]) を用いれ
ば、これは no-restriction を満たすことが分かる。

通常の物理学の文脈では「非古典系」といえば量子系を指すことがほとんどだが、一般確率論の文脈では
「非古典系」は量子系を含むより広汎なものであることに注意が必要である。

古典系 量子系

一般確率論のモデル

非古典系

図 2.1 一般確率論における古典系、量子系、非古典系の関係

ここまで読んでこられた読者の中には、要請に納得がいかない方もおられると思う。例えば物理的位相が一
番自然な位相だという根拠は明確ではない。距離と異なり近さを表す統一的な基準がないのもわかりにくい。

*33 閉区間、三角形や三角錐といった一般の位置にある (n+ 1)点を端点とする図形。言い換えると、端点への分解が一意にできる図
形。
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論文によっては、位相を単に便宜上のものとして特定せずに導入しているものもある。
より根本的な部分としては、外延性を仮定したくないという意見も考えられる。特に、量子力学における
大域位相の自由度は密度演算子表示で排除する方法もあるが、逆にその自由度に物理を見出す理論もある
(cf.Berry 位相)。ゲージ理論に代表されるような、自由度や冗長性をむしろ理論の中心だとみなす考え方は現
代物理の主流であり、その意味で上記の枠組みとは相性が悪いかもしれない。
他にも、因果構造が取り入れられておらず、特に相対論との関係がよくわからないという問題がある。本記
事では省略したが、もちろん一般確率論も状態変化を扱う枠組みことができ、状態空間から自身への変換群
として表される。量子情報において、CPTP 写像に対しその半群を考えることで GKLSマスター方程式が出
てくるように、一般確率論にも対応物があると考えられるが筆者のリサーチ不足によりここに書けることは
ない。
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第 3章

一般確率論の記述:合成系

前章までは単一の系を固定してその中の枠組を考えていたが、複数の (区別できる)系からその「合成系」を
作る手続きを与えることも物理理論に必要であろう。もちろん、標準的な量子力学はこの枠組をそなえており、
それは Hilbert空間のテンソル積に基づく。一般確率論においては凸構造と effect module 2組から新たな凸
構造、effect module を作る手続きを与える、という問題となる。この章を通して局所系 (Si,Mi, pi) (i = 1, 2)

の合成系 (S12,M12, p)が (前章の要請を満たす構造として)定まるとの仮定のもと、その構造を調べることに
する。簡単のため、特に断らない限りこの章では局所系は有限次元であると仮定する。

3.1 合成系と no-signalling

まず、局所的な状態準備や装置の設定ができることを要請する。

物理的要請 3.1.1: 局所的な状態と事象
以下の写像が一意に定まる。

⊗̄ : S1 × S2 3 (s1, s2) 7→ s1 ⊗̄ s2 ∈ S12 (3.1.1)

⊗̄ :M1 ×M2 3 (m1,m2) 7→ m1 ⊗̄m2 ∈M12 (3.1.2)

これらは生起確率について

p(s1 ⊗̄ s2,m1 ⊗̄m2) = p1(s1,m1)p2(s2,m2) (3.1.3)

を満たす。この写像の像の元を直積状態や直積事象という。

さらに、相対論と矛盾しないための必要条件として次の no-signalling 条件を課す。
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物理的要請 3.1.2: No-signalling

(S12,M12) に対して以下の条件 (no-signalling 条件) が成り立つ。任意の s ∈ S12 と、測定 mj
i ∈

Mi (j = 1, 2, · · ·ni, i = 1, 2):
ni>
j=1

mj
i = ui (3.1.4)

に対して

∀m2 ∈M2

n1∑
j=1

p(s,mj
1 ⊗̄m2) = p(s, u1 ⊗̄m2) (3.1.5)

∀m1 ∈M1

n2∑
j=1

p(s,m1 ⊗̄mj
2) = p(s,m1 ⊗̄u2) (3.1.6)

(S12,M12)の外延性から、これは以下と同値である。

n1>
j=1

(mj
1 ⊗̄m2) = u1 ⊗̄m2 (3.1.7)

n2>
j=1

(m1 ⊗̄mj
2) = m1 ⊗̄u2 (3.1.8)

である。一般の effect algebraに対しても同様に no-signalling 条件を定義する。

これは一方での測定が (結果を知らない限り)他方に影響を与えないという要請だと解釈できる。この仮定
は、⊗̄ :M1 ×M2 →M12 が和と交換することと等価である。

命題 3.1.3: No-signalling条件の特徴づけ
Effect algebra E1, E2, E12 と写像 ⊗̄ : E1 × E2 → E12 に対して、⊗̄が no-signallingであることと以
下は同値である。

∀eji ∈ Ei (i, j = 1, 2,無印) e1i ⊥ e2i (i = 1, 2)

=⇒ (e11 ⊗̄ e2)>(e21 ⊗̄ e2) = (e11 > e21) ⊗̄ e2,

(e1 ⊗̄ e12)>(e1 ⊗̄ e22) = e1 ⊗̄(e12 > e22) (3.1.9)

Proof. (3.1.9)から no-signalling条件が出るのは明らか。No-signalling条件を仮定すると、

(e11 ⊗̄ e12)>(e21 ⊗̄ e12)>(e11 > e21)
⊥ ⊗̄ e12 = (e11 > e21 >(e11 > e21)

⊥) ⊗̄ e12

= (e11 > e21) ⊗̄ e12 >(e11 > e21) ⊥ ⊗̄ e12 (3.1.10)

であるから簡約律 (命題 2.4.11(2.4.24)) から (e11 ⊗̄ e12)>(e21 ⊗̄ e12) = (e11 > e21) ⊗̄ e12 となる。もう一方も同様
である。

このことから直ちに以下の系が従う。
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系 3.1.4: No-signallingなら順序保存
Effect algebra E1, E2, E12 と写像 ⊗̄ : E1 × E2 → E12 に対して、⊗̄ が no-signalling ならば任意の
eji ∈ Ei (i = 1, 2, j = 1, 2,無印)に対して

e11 ≤ e21 ⇒ e11 ⊗ e2 ≤ e21 ⊗ e2 (3.1.11)

e12 ≤ e22 ⇒ e1 ⊗ e12 ≤ e1 ⊗ e22 (3.1.12)

が成り立つ。

Proof. e1i > e3i = e2i なる e3i ∈ Ei を取れば、先の命題から

(e11 ⊗̄ e2)>(e31 ⊗̄ e2) = e21 ⊗̄ e2 (3.1.13)

である。もう一方も同様。

また、スカラー倍についても以下が成り立つ。

命題 3.1.5: No-signallingならスカラー倍と交換する
Effect module E1, E2, E12 と写像 ⊗̄ : E1 × E2 → E12 に対して、⊗̄ が no-signalling ならば任意の
λ ∈ [0, 1] ∩Q と ei ∈ Ei (i = 1, 2)に対して

(λe1) ⊗̄ e2 = e1 ⊗̄(λe2) = λ(e1 ⊗̄ e2) (3.1.14)

が成り立つ。E12 が Archimedianなら、λ ∈ [0, 1]で成り立つ。

Proof. 前半は命題 3.1.3を用いて λ = 1/nで示してから足し合わせればよい。E12 が Archimedianであると
して、order unit を uと書く。

−Ru ≤ e1 ⊗̄ e2 ≤ Ru (3.1.15)

なる R ∈ R>0 を 1つとる。また、任意の λ ∈ (0, 1), n ∈ Z>0 をとり固定する。Qの稠密性から

λ− 1

2Rn
≤ λ−n ≤ λ ≤ λ+n ≤ λ+

1

2Rn
(3.1.16)

なる λ±n ∈ [0, 1] ∩Qが存在する。前半の結果から

(λ±n e1) ⊗̄ e2 = λ±n (e1 ⊗̄ e2) (3.1.17)

である。一方で系 3.1.4から

(λ−n e1) ⊗̄ e2 ≤ (λe1) ⊗̄ e2 ≤ (λ+n e1) ⊗̄ e2 (3.1.18)

λ−n (e1 ⊗̄ e2) ≤ λ(e1 ⊗̄ e2) ≤ λ+n (e1 ⊗̄ e2) (3.1.19)
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である。従って

− 1

n
u ≤ − 1

Rn
(e1 ⊗̄ e2) ≤ −(λ+n − λ−n )(e1 ⊗̄ e2)

≤ λ(e1 ⊗̄ e2)− (λe1) ⊗̄ e2

≤ (λ+n − λ−n )(e1 ⊗̄ e2) ≤
1

Rn
(e1 ⊗̄ e2) ≤

1

n
u (3.1.20)

となる。ただし、上の式の減法は線形化の中で考えている。nは任意の正整数であるから、Archimedianの仮
定から

λ(e1 ⊗̄ e2)− (λe1) ⊗̄ e2 = 0 ⇔ λ(e1 ⊗̄ e2) = (λe1) ⊗̄ e2 (3.1.21)

である。

Remark 3.1.6 (No-signallingなら双線形).

命題 3.1.3、3.1.5の条件下で ⊗̄は T̂ (E1)× T̂ (E2)上の双線形写像に一意に拡張される。テンソル積の普遍性
から e1 ⊗R e2 を e1 ⊗̄ e2 に移す写像 ι : T̂ (E1)⊗R T̂ (E2) → T̂ (E12)が唯一つ定まる。*1

事象空間においては、Remark3.1.6の写像は単射となる。このことを示すために、自然な単射

p : T̂ (M12) ⊃M12 3 m 7→ p(·,m) ∈ Conv(S12,R) (3.1.22)

との合成写像 p ◦ ι を考える。T̂ (M1) ⊗ T̂ (M2) の任意の元 m は M1(resp.M2) の一次独立な元 {m1
i }Ni=1

(resp.({m2
j}Mj=1))と実数 cij を用いて m =

∑
i,j cijm

1
i ⊗m2

j と表される。この元が ker(p ◦ ι)に入っている
とすると

∀s ∈ S12

∑
i,j

cijp(s,m
1
i ⊗̄m2

j ) = 0 (3.1.23)

⇒∀si ∈ Si (i = 1, 2)
∑
i,j

cijp(s1 ⊗̄ s2,m
1
i ⊗̄m2

j ) =

N∑
i=1

 M∑
j=1

cijp2(s2,m
2
j )

 p1(s1,m
1
i ) = 0 (3.1.24)

となるが、一次独立性から cij = 0となる。従って ker(p ◦ ι) = {0}、すなわち p ◦ ιは単射である。よって ι

も単射である。
以上の議論から、no-signallingの要請のもと ⊗̄は単に ⊗とみなせることが分かった。

3.2 Local tomography

前節とは別にもう一つ合成系に要請を加える。具体的には、合成系の状態は各系の測定で完全に決定される
という要請である。

*1 この文書では特に断らない限りテンソル積は R線形空間に対して考え、単に ⊗と書く。

35



物理的要請 3.2.1: 状態の local tomography

合成系の状態 s, s′ ∈ S12 が直積事象に関して一致する、すなわち

∀mi ∈Mi (i = 1, 2) p(s,m1 ⊗m2) = p(s′,m1 ⊗m2) (3.2.1)

を満たすなら、s = s′ であると要請する。

この性質を local tomographic や局所識別可能性という。一般の事象ではなく直積事象でのみ一致すればよ
いので、状態の外延性よりも強いことを要請している。
Local tomographic なとき、要請 3.1.1から ⊗̄ : S1 × S2 → S12 は凸結合と交換する。前節と全くパラレル
な議論により、T̂ (S12)も各系の線形化のテンソル積を部分集合として含み、⊗̄は ⊗とみなせる。
また、状態は T̂ (M1)× T̂ (M2)上の双線形写像に一意に延長されるから、

T̂ (S1)⊗ T̂ (S2) ⊂ T̂ (S12) ⊂ (T̂ (M1)⊗ T̂ (M2))
∨ ' T̂ (M1)

∨ ⊗ T̂ (M2)
∨ (3.2.2)

とみなせる。有限次元性から両辺は一致するので、これで状態空間の線形化が分かった。事象空間は双対を取
ればよく、結局

T̂ (S12) = T̂ (S1)⊗ T̂ (S2) (3.2.3)

T̂ (M12) = T̂ (M1)⊗ T̂ (M2) (3.2.4)

(3.2.5)

である。

3.3 状態の縮約と条件付き状態、転義混合
局所系の状態を直積で合成できるのと逆に、合成系の状態から一方の局所系を忘れることでもう一方の局所
系の状態とみなせると考えられる。量子論ではトレースアウトに対応するこの操作を、一般確率論でも要請す
る。

物理的要請 3.3.1: Unit effect のテンソル積
Unit effect のテンソル積は、unit effect であるとする。すなわち、

u1 ⊗ u2 = u12 (3.3.1)

Unit effect は常に yes を返す事象であり、これは自然な要請に思われる。
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物理的要請 3.3.2: 縮約状態
要請 3.3.1から s ∈ S12 に対して以下の写像は effect module の射である。

M1 3 m 7→ p(s,m⊗ u2) ∈ [0, 1] (3.3.2)

これは S1 の元であるとする。すなわち、

∃s1 ∈ S1 ∀m ∈M1 p1(s1,m) = p(s,m⊗ u2) (3.3.3)

である。外延性から sに対してこのような s1 は一意である。同様に s2 ∈ S2 が定まる。これらを sの
縮約状態という。

No-restriction の仮定の下では、この要請は不要である。s1 ⊗ s2 の縮約状態が s1, s2 であることは簡単に
わかる。

Example 3.3.3. 量子系においては、縮約状態は部分トレースに対応する。

さらに、一方の局所系である事象が起こったことを知ったときの局所系の状態も定まっていてほしい。

物理的要請 3.3.4: 条件付き状態
s ∈ S12 と事象 m2 ∈ M2 に対して、p(s, u1 ⊗m2) 6= 0 ならば以下の写像は effect module の射で
ある。

M1 3 m1 7→ p(s,m1 ⊗m2)

p(s, u1 ⊗m2)
∈ [0, 1] (3.3.4)

これは S1 の元であるとする。すなわち、

∃s1,m2
∈ S1 ∀m1 ∈M1 p1(s1,m2

,m1) =
p(s,m1 ⊗m2)

p(s, u1 ⊗m2)
(3.3.5)

である。外延性から s,m2 に対してこのような s1,m2
は一意である。同様に s2,m1

∈ S2 が定まる。こ
れらを sのmi に関する条件付き状態という。

繰り返しになるが、no-restriction の仮定の下ではこの要請も不要である*2。
以上の要請から、任意の s ∈ S12に対して、縮約状態 s1 ∈ S1 が純粋状態なら s = s1 ⊗ s2 であることが言
える。
∵ 任意のmi ∈Mi を固定する。p := p2(s2,m2) ∈ (0, 1)とすると、

p1(s1,m1) = p · p1(s1,m2 ,m1) + (1− p) · p1(s1,m2 ,m1) (3.3.6)

*2 ここまで来ると no-restriction を仮定したいのも理解できる。
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である。s1 が純粋状態なので s1 = s1,m2 = s1,m2 となり、

p(s,m1 ⊗m2) = p1(s1,m2
,m1)p2(s2,m2) = p1(s1,m1)p2(s2,m2) = p(s1 ⊗ s2,m1 ⊗m2) (3.3.7)

である。これは p = 0, 1でも成り立つ。Local tomographic であることから、s = s1 ⊗ s2 である。
対偶をとれば、直積状態でないならば (たとえ合成系の状態が純粋であったとしても) 縮約状態は混合状態
であるという結論が得られる。このように純粋状態の縮約が混合状態になるのは量子論において「転義混合」
として知られる現象であるが、一般確率論の文脈では量子論に限った話ではないのである。後述するように、
古典論において直積状態でない状態は常に混合状態であるから、古典論に転義混合は存在しない。

3.4 最小テンソル積と最大テンソル積
S12 は {s1 ⊗ s2 | si ∈ Si(i = 1, 2)}を含む凸集合であるから、その凸包

S1 ⊗m S2 :=

{
n∑

k=1

λks
k
1 ⊗ sk2

∣∣∣∣∣ n ∈ Z>0, λk ∈ [0, 1], si ∈ Si,

n∑
k=1

λk = 1

}
(3.4.1)

も含む。これを S1 と S2 の最小テンソル積といい、その元をセパラブルな状態という。定義から明らかなよ
うに、セパラブルな状態は直積状態の確率混合として表される。
一方で、確率の正値性と規格化から S12 は凸集合

S1 ⊗M S2 :=
{
f ∈ (T̂ (M1)⊗ T̂ (M2))

∨
∣∣∣ m1,m2 ≥ 0 ⇒ f(m1 ⊗m2) ≥ 0, f(u1 ⊗ u2) = 1

}
(3.4.2)

に含まれる。これを S1と S2の最大テンソル積といい、その元を Positive Operator on Pure Tensor (POPT)

状態という。
以上より、S12 は S1 ⊗m S2 を含み S1 ⊗M S2 に含まれる凸集合である。最小テンソル積と最大テンソル積
が一致すれば合成系の状態空間は一意に定まる。だが、一般にはこれらは一致せず、従って合成系の状態空間
を決めるには追加の要請が必要になる。
量子論においては、S(H1)と S(H2)のテンソル積は S(H1 ⊗H2) *3で与えられる。実は、これは (自明な
系を除いて)最小テンソル積とも最大テンソル積とも一致しない。このことを以下で見る。
H1 とH2 が共に 2次元であるとする。正規直交基底

|0〉i , |1〉i ∈ Hi (3.4.3)

をとり、これに関する行列表示を考える。最大テンソル積は H1 ⊗H2 上の自己共役作用素の集合に含まれる

*3 これは Hilbert 空間のテンソル積とする。
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ことから、4× 4行列で表せる。2つの自己共役作用素を以下で定める。

ρ1 : =


1/2 0 0 1/2

0 0 0 0

0 0 0 0

1/2 0 0 1/2

 =
1

2
(|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|) (3.4.4)

ρ2 : =


1/2 0 0 1/4

0 0 1/4 0

0 1/4 0 0

1/4 0 0 1/2

 =
1

4

((
0 1

1 0

)
⊗

(
0 1

1 0

)
+

(
1 0

0 −1

)
⊗

(
1 0

0 −1

)
+ I

)
(3.4.5)

形から ρ1 ∈ S(H1 ⊗H2) である。また、(0,−1, 1, 0)t は ρ2 の固有値 −1/4の固有ベクトルである。特に、ρ2
は正でないから ρ2 6∈ S(H1 ⊗H2)である。
ρ1 がセパラブルでないこととはよく知られており、CHSH不等式を用いた証明が有名である。
ρが最大テンソル積の元であることは任意のベクトル |ψ〉i ∈ Hi に対して (〈ψ|1 ⊗ 〈ψ|2)ρ(|ψ〉1 ⊗ |ψ〉2) ≥ 0

であること*4と同値である。|ψ〉i = (cos(θi/2), e
iϕi sin(θi/2))

t とおき、ρ = ρ2 について計算すると

(〈ψ|1 ⊗ 〈ψ|2)ρ(|ψ〉1 ⊗ |ψ〉2) =
1

4
(sin θ1 sin θ2 cosφ1 cosφ2 + cos θ1 cos θ2 + 1) (3.4.6)

≥ 1

4
(−|sin θ1 sin θ2|+cos θ1 cos θ2 + 1) (3.4.7)

≥ 1

4
(−|cos(θ1 ± θ2)|+1) ≥ 0 (3.4.8)

であるから、ρ2 ∈ S(H1)⊗M S(H2) が分かる。
以上より、S(H1)⊗m S(H2) ⊊ S(H1 ⊗H2) ⊊ S(H1)⊗M S(H2) である。高次元系であっても、2次元部
分空間に対して同じ状態を構成すればよい。
一般確率論においてテンソル積を一意に定めるような広く受け入れられた要請は、(筆者の知る限り)存在せ
ず、open problem である。
一方で、テンソル積を固定するような要請をせずとも導出される結果として、一般確率論における複製禁止
定理や配送禁止定理がある [11]。ここから、量子鍵配送は実は量子論よりも広い枠組みで安全であることが分
かる。

3.5 エンタングルメントと最小/最大テンソル積
量子論におけるエンタングルメントとは、ざっくり言えば局所的な操作や古典通信では生成できないような
非局所的な相関である*5。(非自明な議論によって) エンタングルメントをもつ状態 (=エンタングルド状態)

はセパラブルでなく、逆も成り立つ。従って、一般確率論におけるエンタングルメントも同様に定義できる。

*4 これが POPTの名前の由来であると思われる。
*5 エンタングルメントの物理的意味や詳細は他ポスター、解説記事を参照されたい。
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物理的要請 3.5.1: エンタングルド状態
局所系 S1, S2 と合成系 S12 に対して、エンタングルド状態とは S12 \ S1 ⊗m S2 の元のことをいう。

特に、2つの局所系に対して S1 ⊗M S2 ⊋ S1 ⊗m S2 が成り立つとき、エンタングルメントが存在しうると
言える。
簡単に分かる事実として、片方が古典系であれば S1 ⊗M S2 = S1 ⊗m S2、すなわちエンタングルメントは
存在しないということが言える。
∵ S1 = ∆n とし、その端点を {sk1}nk=1 とする。最大テンソル積に含まれる任意の元は

s =

n∑
k=1

λks
k
1 ⊗ sk2 (λk ∈ R, sk2 ∈ S2,

n∑
k=1

λk = 1) (3.5.1)

と表される。{sk1}nk=1 の双対基底 {mk
1}nk=1 はM1 の元であるから、sにおいてmk

1 ⊗ u2 を評価すれば λk が
得られる。最大テンソル積の定義から λk ≥ 0 だが、一方で最小テンソル積の定義から s ∈ S1 ⊗m S2 となる。
証明の肝になっているのは双対基底の存在である。より一般確率論に即した形で述べれば、純粋状態に対し
てそれを「識別」する測定があるということである。このことから古典系を特徴づけることもできる。
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第 4章

一般確率論から得られるもの

この章では一般確率論の手法を用いて得られる結果を 2点紹介する。

4.1 非古典系同士の合成系におけるエンタングルメントの存在
3.5節において、古典系との合成系にはエンタングルメントが存在しえないことを示した。この逆は成り立
つのだろうか。すなわち、非古典系同士の合成系には常にエンタングルメントが存在しうるのだろうか。それ
とも、エンタングルメントの存在は量子論に特有なのだろうか。
この問題は有限次元系においてその存在条件を示した論文 [12] によって解決された。

定理 4.1.1: エンタングルメントの存在条件
有限次元系においてエンタングルメントが存在しない必要十分条件は少なくとも一方が古典系である
ことである。すなわち、非古典系同士の合成系にはエンタングルメントが存在しうる。

その証明の中心は、非古典系の状態空間を単純な非古典状態空間として知られる正方形の空間に対応させる
ことである。これは単体 (古典系)でもないし、量子系でもない。この対応からうまく POPT状態を構成し、
CHSH不等式を用いて構成した状態が最小テンソル積に含まれないことを示している*1。

4.2 量子論の特徴づけ
前節では、エンタングルメントが量子系の性質ではなく非古典系の性質であると述べた。では、量子論自体
の「不思議さ」は何なのだろうか。どのような要請が、量子論を特徴づけているのだろうか。このような議論
は数多くなされているが、ここではMasanes とMüller による量子論の導出 [13]を簡単に紹介する。
まず、この文書では導入を省略していた状態変化が彼らの導出の中心である。特に大事なのが可逆な状態変

*1 no-restriction を仮定しているなど、この文書とは多少仮定が異なる点もあるが、本筋ではないので省略する。
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化である。可逆な状態変化全体は群をなす*2から、自己変換群とよぶ。
彼らの要請の 1つが、任意の純粋状態ペアはある可逆な状態変化で移り合う*3というものである。これは、
特殊な純粋状態が存在しないというある種の対称性や、純粋状態を効率よく準備できるという仮定に基づくと
考えられる。
もう 1つ今までの文章で導入していない「容量」という概念がある。これは、一度の測定で「識別」できる
状態数の最大値を指す。彼らは部分系の状態空間が容量で特徴づけられること、すなわち同じ容量をもつ部分
状態空間は等価であることを要請している。量子論においては、容量は Hilbert 空間の次元に対応している。
彼らは、以上の要請 (+有限次元性、no-restriction etc.)を満たす系は古典系か量子系に限られることを示
した。一方で上で述べた部分系の等価性が操作的動機に乏しいことから、他にも様々な導出が検討されている
[14]。

*2 合成ができ、逆射があって整合的であるということ。
*3 すなわち、自己変換群は純粋状態の集合に推移的に作用する。
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付録 A

凸構造の固有擬距離

この章は [15]を参考にした。

A.1 凸構造の固有擬距離
凸構造があるとき、その上に自然に擬距離を定めることができる。

命題/定義 A.1.1: 凸構造の固有擬距離

(C, f)を凸構造とする。以下の写像は C 上の擬距離である。

ρ : C × C 3 (c0, c1) 7→ inf

{
d ∈ R≥0

∣∣∣∣ ∃c′0, c′1 ∈ C f

(
1

1 + d
; c0, c

′
0

)
= f

(
1

1 + d
; c1, c

′
1

)}
∈ R≥0

(A.1.1)

これを (C, f)の固有擬距離という。

Proof. f
(
1
2 ; c0, c

′
0

)
= f

(
1
2 ; c1, c

′
1

) より、ρは well-definedで特に ρ(c0, c1) ≤ 1である。三角不等式を示す。
互いに相異なる元 c0, c1, c2 ∈ C をとる。

f

(
1

1 + d0
; c0, c

′
0

)
= f

(
1

1 + d0
; c1, c

′
1

)
(A.1.2)

f

(
1

1 + d1
; c1, c

′′
1

)
= f

(
1

1 + d1
; c2, c

′
2

)
(A.1.3)

となる d0, d1 ∈ (0, 1]に対して、d∗ := d0 + d1 とおく。また、

c′′0 := f

(
d0
d∗

; c′0, c
′′
1

)
(A.1.4)

c′′2 := f

(
d0
d∗

; c′1, c
′
2

)
(A.1.5)
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とする。このとき

f

(
1

1 + d∗
; c0, c

′′
0

)
= f

(
1 + d0
1 + d∗

; f

(
1

1 + d0
; c0, c

′
0

)
, c′′1

)
= f

(
1 + d0
1 + d∗

; f

(
1

1 + d0
; c1, c

′
1

)
, c′′1

)
= f

(
1 + d0
1 + d∗

; f

(
d0

1 + d0
; c′1, c1

)
, c′′1

)
= f

(
d0

1 + d∗
; c′1, f

(
1

1 + d1
; c1, c

′′
1

))
= f

(
d0

1 + d∗
; c′1, f

(
1

1 + d1
; c2, c

′
2

))
= f

(
d0

1 + d∗
; c′1, f

(
d1

1 + d1
; c′2, c2

))
= f

(
d∗

1 + d∗
; f

(
d0
d∗

; c′1, c
′
2

)
, c2

)
= f

(
d∗

1 + d∗
; c′′2 , c2

)
= f

(
1

1 + d∗
; c2, c

′′
2

)
(A.1.6)

より、ρ(c0, c2) ≤ d∗ である。d1, d2 に関して inf をとれば、ρ(c0, c2) ≤ ρ(c0, c1) + ρ(c1, c2)が成り立つ。
他の性質は定義から明らかである。

固有擬距離が距離になる条件を示す。

命題 A.1.2: 固有擬距離が距離になる必要十分条件
(C, f)を凸構造、ρを C の固有擬距離とする。このとき、以下は同値である。

1. ρは C 上の距離である。
2. 任意の b, c ∈ C に対して、ある {λi}∞i=1 ⊂ [0, 1]と {bi, ci}∞i=1 ⊂ C があって

λi → 1, f(λi; b, bi) = f(λi; c, ci) (∀i) (A.1.7)

を満たすなら、b = cである。

Proof. 式 A.1.7が ρ(b, c) = 0と同値であることから明らか。

ここから、状態空間の固有擬距離は距離になることが分かる。実際、λi ∈ (0, 1]に対して

f(λi; s, si) = f(λi; s
′, s′i) ⇐⇒ ∀m ∈M λip(s,m) + (1− λi)p(si,m) = λip(s

′,m) + (1− λi)p(s
′
i,m)

(A.1.8)

⇒ ∀m ∈M |p(s,m)− p(s′,m)| ≤ 1− λi
λi

(A.1.9)

であり、λi → 1とすれば p(s,m) = p(s′,m)、すなわち s = s′ となる。

A.2 固有擬距離とセミノルム
実は、C( 6= ∅)が分離的なとき、上の固有擬距離は T̂ (C)上のセミノルムとして実現される。
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命題 A.2.1: セミノルムの制限としての固有擬距離

(C, f)を非空分離的凸構造とする。以下の写像は T̂ (C)上のセミノルムである。

‖·‖: T̂ (C) 3 v 7→ inf{max(λ, µ) ∈ R≥0 | ∃b, c ∈ C v = λb− µc} ∈ R≥0 (A.2.1)

さらに、b0, c0 ∈ C に対して ‖b0 − c0‖= ρ(b0, c0), ‖b0‖= 1が成り立つ。ここで、ρは C 上の固有擬
距離である。
また、‖·‖がノルムであることと ρが距離であることは同値である。

Proof. v, w ∈ T̂ (C) \ {0}が v = λb− µc, w = λ′b′ − µ′c′ を満たすとき、

v + w = (λ+ λ′)f

(
λ

λ+ λ′
; b, b′

)
− (µ+ µ′)f

(
µ

µ+ µ′ ; c, c
′
)

(A.2.2)

であるから ‖v + w‖≤ max(λ, µ)、従って三角不等式が成り立つ。他の性質も同様に示すことができ、‖·‖が
セミノルムであることが分かる。
b0, c0 ∈ C に対し、

b0 − c0 = λb− µc ⇐⇒ (1 + µ)f

(
1

1 + µ
; b0, c

)
= (1 + λ)f

(
1

1 + λ
; c0, b

)
(A.2.3)

⇐⇒ λ = µ, f

(
1

1 + λ
; b0, c

)
= f

(
1

1 + λ
; c0, b

)
(A.2.4)

であるから ‖b0 − c0‖= ρ(b0, c0)である。‖b0‖= 1も同様に示せる。
‖·‖がノルムであれば、ρは距離であることは上に示した内容から明らか。逆を示す。v ∈ T̂ (C)が ‖v‖= 0

を満たすとする。ある λ, µ ∈ R≥0 と b, c ∈ C で v = λb− µc と表せるから、

‖v‖= ‖λb− µc‖≥
∣∣∣‖λb‖−‖µc‖

∣∣∣ = ∣∣∣|λ|‖b‖−|µ|‖c‖
∣∣∣ = |λ− µ| (A.2.5)

となり、λ = µである。従って

‖v‖= ‖λb− λc‖= |λ|‖b− c‖= |λ|ρ(b, c) = 0 (A.2.6)

である。よって λ = 0か b = cであり、どちらの場合も v = 0となる。

証明から分かるように、セミノルムの定義がmax(λ, µ)である必然性はない。例えば、λ+ µとしても別の
ノルムが得られる*1。これは量子系においてはトレースノルムと一致する。
以上のように定義された状態空間の距離は、操作的にも意味をもつことが指摘されている [7]。

*1 もちろん同値なノルムである。
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付録 B

順序線形空間の基本事項

この章は [16]を参考にした。

B.1 順序線形空間
定義 B.1.1: R順序線形空間
R線形空間 V 上の前順序 �がベクトル順序であるとは、以下を満たすことをいう。

1. 平行移動で不変 :

∀u, v, w ∈ V u � v ⇒ u+ w � v + w (B.1.1)

2. 正数倍で不変 :

∀u, v ∈ V, ∀λ ≥ 0 u � v ⇒ λu � λv (B.1.2)

ベクトル順序 �が半順序であるとき、(V,�)を R順序線形空間という。

R線形空間にベクトル順序を定めることは、ある性質をもつ部分集合を固定することに等しい。

定義 B.1.2: 凸錐
R線形空間 V の部分集合 C が凸錐であるとは、以下を満たすことをいう。

C + C = {c+ c′ ∈ V | c, c′ ∈ C} ⊂ C (B.1.3)

∀r > 0 rC = {rc ∈ V | c ∈ C} ⊂ C (B.1.4)

凸錐 C が pointed であるとは、0 ∈ C を意味する。また、凸錐 C が proper である*1とは

C ∩ −C = C ∩ {−c ∈ V | c ∈ C} = {0} (B.1.5)

であることをいう。
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命題 B.1.3: ベクトル順序と凸錐
V 上のベクトル順序と pointed な凸錐、ベクトル半順序と proper な凸錐の間にはそれぞれ 1対 1対
応が存在する。

Proof. ベクトル順序 �が定まっているとき、C := {c ∈ V | c � 0} は pointed な凸錐である。特に、�が半
順序ならこれは proper である。逆に、pointed な凸錐 C が定まっているとき、u, v ∈ V に対して

u � v
def⇐⇒ v − u ∈ C (B.1.6)

とすると �はベクトル順序である。特に、C が proper ならこれは半順序である。
以上の対応が互いに逆であることは容易。

Example B.1.4 (部分順序線形空間).

V 内の凸錐 C と V の線型部分空間W に対して、C ∩W はW 内の凸錐である。さらに、pointed や proper

の性質を受け継ぐ。順序構造との対応を用いれば、これは V 上の順序をW 上に制限することに相当する。

定義 B.1.5: 正錐
R順序線形空間 V に対し、上記の意味で対応する凸錐を V の正錐という。

B.2 双対空間と順序構造
順序線形空間の双対空間には、自然な方法で順序が定まる。

命題/定義 B.2.1: 双対錐

R線形空間 V とその凸錐 C に対し、V の代数的双対 V ∗ の部分集合 C∗ を

C∗ := {f ∈ V ∗ | ∀c ∈ C f(c) ≥ 0} (B.2.1)

で定めると、C∗ は proper な凸錐となる。これを C の双対錐といい、その元を正線形汎関数という。
V が位相線形空間であるとき、同様に連続的双対錐 C ′ を定義できる。

Remark B.2.2. 順序の言葉でいうと、

f �∗ g
def⇐⇒ ∀u � 0 f(u) ≤ g(u) (B.2.2)

なる順序を定めたことに相当する。

*1 この用語は文献によって定義が異なるので注意が必要である。
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定義 B.2.3: Order dual

V を R順序線形空間、C をその正錐とする。C∗ の生成する V ∗ の部分空間を V の order dual とい
い、V + とかく。V + = C∗ − C∗ である。これは C∗ を正錐とする R順序線形空間となる。

B.3 Hahn-Banach 型の拡張定理
補題 B.3.1: 正線形汎関数の延長
(V,≤)を R順序線形空間、C をその正錐とする。また、W は V の真部分空間であるとする。このと
き任意の v ∈ V \W、f ∈ (C ∩W )∗ と

sup{f(w) | w ≤ v} ≤ γ ≤ inf{f(w) | v ≤ w} (B.3.1)

なる任意の実数 γ に対して、以下を満たす fγ ∈ (C ∩ (W ⊕ Rv))∗ が一意的に存在する。

fγ(w) = f(w) (∀w ∈W ), fγ(v) = γ (B.3.2)

Remark B.3.2. (B.3.1)式の最左辺、最右辺はそれぞれ −∞,∞になりうる。

Proof.

fγ(w + av) := f(w) + aγ (w ∈W,a ∈ R) (B.3.3)

とするとこれはW ⊕ Rv 上の well-defined な線形汎関数である。従って、あとはこれが正であることをいえ
ばよい。w + av ≥ 0とする。例えば a > 0のとき、v ≥ − 1

aw から

− 1

a
f(w) ≤ sup{f(w′) | w′ ≤ v} ≤ γ (B.3.4)

なので fγ(w + av) ≥ 0である。他の場合も同様である。

この補題を使えば、通常の Hahn-Banach の拡張定理と同様に以下が示される。

定理 B.3.3: 順序線形空間におけるHahn-Banach 型の拡張定理
(V,≤)を R順序線形空間、C をその正錐とする。また、W は V の部分空間であるとする。このとき、
任意の f ∈ (C ∩W )∗ に対してその延長 f̃ ∈ C∗ が存在する。

Proof. V の部分空間とその上の正線形汎関数の組であって f の延長になっているもの全体を C とする。「延
長になっている」という関係によって C は半順序集合となる。また、任意の鎖が上界をもつことが容易に分か
る。従って Zorn の補題から極大元 (Ṽ , f̃) ∈ C が存在する。Ṽ ⊊ V とすると補題からさらに延長でき、極大
性に矛盾する。従って、Ṽ = V, f̃ ∈ C∗ である。
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付録 C

状態と事象の完全な双対性

この章では [17]を参考に定理 2.7.6、2.7.7の証明を行う。位相空間論の知識に加えて、関数解析のいくつか
の定理を証明なしに用いる。これらの証明は例えば [18, 19, 20]などを参考にされたい。

C.1 定理 2.7.6の証明
次の補題を示す。

補題 C.1.1: Effect module の射は延長可能
E を effect module 、F を E の部分 effect module とする。このとき任意の f ∈ EMod(F, [0, 1])に
対してある g ∈ EMod(E, [0, 1])が存在して、F 上で g は f に一致する。

Proof. 線形化 T̂ (F ) ⊂ T̂ (E) を考える。u ∈ F から T̂ (F ) は T̂ (E)(の正錐) を majorize するので、定理
B.3.3 から f は T̂ (E) 上の正線形汎関数 g に延長できる。f(u) = 1 から、g ∈ EMod(E, [0, 1]) が分か
る。

Proof. (定理 2.7.6)

C はコンパクトであり、C̃ := EMod(CCH(C, [0, 1]), [0, 1]) は Hausdorff であるから、C は C̃ の閉集合で
ある。従って、C が C̃ 内で稠密であることを示せばよい。
C̃ の空でない開集合 U を任意に固定して、C ∩ U 6= ∅を示す。C̃ の位相の定義から、

□s(q) := {Φ ∈ C̃ | Φ(q) > s} (q ∈ CCH(C, [0, 1]), s ∈ [0, 1]) (C.1.1)

は C̃ の準開基をなすから、
U =

m⋂
i=1

□si(qi) (C.1.2)

の形で示せば十分である。h ∈ U を固定しておく。
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自然な単射
ι : CCH(C, [0, 1]) → [0, 1]C (C.1.3)

に対して、補題 C.1.1からある h′ ∈ EMod([0, 1]C , [0, 1])が存在して h′ ◦ ι = hとなる。特に、

U ′ :=

m⋂
i=1

□si(ι(qi)) (C.1.4)

は空でない。
単関数近似*1によって、[0, 1]C 内の単調増加な単関数 (値域が有限集合の関数)列 (pni )

∞
n=1 であって、ι(qi)

に一様収束するものがとれる。特に、十分大きい nをとることで

pi ≤ ι(qi), h
′(pi) > si (C.1.5)

を満たす単関数 pi がとれる。
各 pi に付随する C の有限分割に対する共通の細分 {Wl}Ml=1 をとり、代表点 xl ∈Wl を固定する。Wl の指
示関数 χWl

は、{Wl}Ml=1 が C の分割であることから

M∑
l=1

χWl
= 1 (定数関数) (C.1.6)

である。従って∑l h
′(χWl

) = 1なので凸結合

c0 :=
∑
l

h′(χWl
)xl ∈ C (C.1.7)

が定まる。このとき

qi(c0) =
∑
l

h′(χWl
)qi(xl) (C.1.8)

≥
∑
l

h′(χWl
)pi(xl) (C.1.9)

=
∑
l

h′(pi(xl)χWl
) (C.1.10)

= h′(>
l
pi(xl)χWl

) (C.1.11)

= h′(pi) > si (C.1.12)

であるから、c0 ∈ U であり、主張が示された。

線形化すると、次の系が分かる。

*1 適当な Lebesgue 積分論の教科書を参照されたい。(測度論とはほぼ関係なく、Lebesgue 積分を学んだことのない読者の方も
「Lebesgue 積分 横に切る」等で画像検索していただければ構成法は大体分かると思う。)

50



系 C.1.2: CCH の線形化
CCH C に対して、以下の線形同型が成り立つ。

T̂ (C) ' A(C,R)+ (C.1.13)

特に、C の位相が T̂ (C)の制限となるような位相が入っているときこれは同相写像でもある。

C.2 定理 2.7.7の証明
線形化した次の定理を示せばよい。

定理 C.2.1: OUS の自然な埋め込み
OUS V に対して、以下の自然な単射は等長埋め込みである。

θ : V → A(OUS(V,R),R) =: Ṽ (C.2.1)

補題 C.2.2: order dual の弱*稠密性
OUS V に対して、V + は V ∗ 内で弱*位相に関して稠密である。

Proof.

A1 : = {f ∈ V ∗ | ‖f‖≤ 1} (C.2.2)

C : = EMod([0, u], [0, 1]) ⊂ V + (C.2.3)

とする。双対組 (V, V ∗)に対する極

(A1)
◦ = {v ∈ V | ∀f ∈ A1 f(v) ≤ 1} (C.2.4)

(C ∪ −C)◦ = {v ∈ V | ∀g ∈ C ∪ −C g(v) ≤ 1} = {v ∈ V | ∀g ∈ C |g(v)| ≤ 1} (C.2.5)

を考えると、(C ∪ −C)◦ ⊂ (A1)
◦ である。

∵命題 2.4.22から、v ∈ (C ∪ −C)◦ ⇐⇒ ‖v‖≤ 1である。従って、f ∈ A1 に対して

f(v) ≤ ‖f‖‖v‖≤ 1 (C.2.6)

が成り立つ。
従って双極定理*2から、

A1 ⊂ co (C ∪ −C) ⊂ clV + (C.2.7)

*2 0を含む集合の極の極は、その凸包の弱閉包に等しい。
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である。ただし、Alaoglu の定理から A1 が弱*閉であることを用いた。A1 は V ∗ を生成するので、

V ∗ = clV + (C.2.8)

である。

Proof. (定理 C.2.1)

Mazur の補題*3から θ(V )のノルム閉包は弱閉包と一致する。双極定理から、双対組 (Ṽ , Ṽ ∗)に関する θ(V )

の極 θ(V )◦ が {0}であることを言えばよい。

θ(V )◦ = {f ∈ Ṽ ∗ | ∀v ∈ V f(θ(v))) ≤ 1} (C.2.9)

= {f ∈ Ṽ ∗ | ∀v ∈ V f(θ(v))) = 0} = ker θ∗ (C.2.10)

であるから、これは θ∗ の単射性を示すことに等しい。ただし、θ∗ は θ の双対写像

θ∗ : Ṽ ∗ 3 f 7→ f ◦ θ ∈ V ∗ (C.2.11)

である。これは V ∗, Ṽ ∗ の弱*位相に関して連続である。
θ∗ を Ṽ + 上に制限すると、系 C.1.2から同相写像である。従って稠密性から θ∗ は単射である。
∵ f ∈ Ṽ ∗ が θ∗(f) = 0 = θ∗(0) をみたすとする。稠密性から Ṽ + 内のネット (fλ) で f に収束するもの
がある。このとき limλ θ

∗(fλ) = θ∗(f) = 0 だが、Ṽ + 上で θ∗ は同相なので (fλ) は 0 に収束する。Ṽ ∗ は
Hausdorff なので f = 0である。

*3 Banach 空間の弱収束列に対して、その凸結合からなる列で同じ元にノルム収束するものが存在する。
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