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1 導入
以下の非線形偏微分方程式を Korteweg – de Vries (KdV)方程式と呼ぶ。

𝜕𝑢
𝜕𝑡

= 6𝑢𝜕𝑢
𝜕𝑥

− 𝜕3𝑢
𝜕𝑥3 (1.1)

𝑢は 𝑥, 𝑡に依存する実数の 2変数関数である。この方程式は浅水波を記述する方程式の 1つとして
知られているが、この記事では流体力学から KdV方程式を導くようなことはせず、とにかく与え
られた方程式を色々と調べてみようという立場をとる。

KdV方程式はソリトンという興味深い解をもつことが知られている。この解は孤立した波束で
あり、形が崩れることなく一定の速度で運動するようなものである。さらに、速度の異なるソリト
ンを重ね合わせた*1 初期条件を考えることで、ソリトンを衝突させることができる。不思議なこと
に、ソリトンは相互作用をした後でも形を崩さず個性を保つ。*2 線形な方程式で 2つの波がすり抜
けるというのならわかるが、KdV方程式は非線形なのだから、ソリトンがぶつかるときの様子は
単純な重ね合わせではない。しかし、少し時間を進めてやれば波はもとの綺麗なソリトンの集まり
に戻っていく。

衝突

図 1: 2つのソリトンの衝突

さらに不思議なことに、初期状態をソリトンの重ね合わせにしなくとも、時間発展させれば勝手
にソリトンに分かれてしまうという現象が広く見られる。つまり、ソリトンというのは KdV方程
式の解の中でありふれた構造であり、その裏に何かありそうである。

*1 厳密なソリトン解を構成するためには、もちろん線形な重ね合わせではいけない。
*2 KdV方程式の 2-ソリトン解を以下のリンクに置いた。遊んでみると面白いかもしれない。https://www.desmos.

com/calculator/33f1oysw7e ただし、見やすさのために −𝑢(𝑥, 𝑡)をプロットしている。
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図 2: KdV 方程式のシミュレーション結果。ただし、見やすさのために −𝑢(𝑥, 𝑡) をプロットし
ている。適当に与えた初期条件から勝手にソリトンに分裂していく様子が見られる。プログラム
は http://www.physics.okayama-u.ac.jp/~otsuki/lecture/CompPhys2/pde/kdv.htmlを
参考にした。

また KdV方程式は他の多くの非線形偏微分方程式と違って、初期値問題を厳密に解く方法が存
在するという著しい特徴をもっている。この解法は逆散乱法と呼ばれていて、その鍵は非線形な方
程式の裏に隠れた線形な問題を見抜くことにある。KdV方程式の場合、裏に隠れているのは量子
力学でもお馴染みの Schrödinger方程式である。水面波の問題を考えていたのに量子力学が現れて
くる、というのはなんだか素敵ではないだろうか。
この記事の目標の 1 つ目は、KdV 方程式が好き勝手に非線形項を加えた汚い方程式ではなく、

隠れた構造を備えた方程式であると説明することである。もっともこの記事で扱う内容は表層であ
り、より深い数理については [1]など専門的な文献を参照してほしい。

2つ目の目標は、逆散乱法と呼ばれる解法を用いて具体的に KdV方程式のソリトン解を求める
ことである。これは技術的な話だが、具体的な解を全く求めないというのも気持ち悪いので、一応
載せている。
最後におまけとして、KdV方程式が無限個の保存量をもつことを擬微分演算子を用いて示して

いる。このような扱いはより一般的な佐藤理論につながっている。興味のある人は [1]などを参照
してほしい。
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2 KdV方程式のソリトン解

2.1 1-ソリトン解

まず単純な形で表せる 1-ソリトン解を見ておこう。解として、進行波 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑥 − 𝑐𝑡)を仮
定する。この形を (1.1)に代入して整理すると、以下の常微分方程式を得る。

𝑢‴ = 6𝑢𝑢′ + 𝑐𝑢′ (2.1)

これを積分すると、

𝑢″ = 3𝑢2 + 𝑐𝑢 + 𝑏
2

(2.2)

となる。𝑏は積分定数である。さらに 2𝑢′ を掛けて積分すると、

𝑢′2 = 2𝑢3 + 𝑐𝑢2 + 𝑏𝑢 + 𝑎 (2.3)

となる。*3 𝑎は積分定数である。
𝑢が |𝑥| → ∞ で十分速く 0に収束すると仮定すると、(2.2)、(2.3)から 𝑏 = 0, 𝑎 = 0となる。

したがって、𝑢(𝑥)の満たす方程式は、

𝑢′2 = 2𝑢3 + 𝑐𝑢2 (2.4)

となる。この方程式には以下の 1-ソリトン解が存在することが簡単に確認できる。*4

𝑢(𝑥) = − 𝑐
2

sech2 (
√

𝑐
2

𝑥) (2.7)

ただし、sech2 𝑥 = (cosh 𝑥)−2 である。1-ソリトン解の高さは速度 𝑐に比例する。また幅は 1/
√

𝑐
に比例する。

*3 (2.3)は、Weierstrassの楕円関数が満たす微分方程式と同じである。
*4 𝑢(𝑥)を微分すると、

𝑢′(𝑥) = −𝑐 sech3 (
√

𝑐
2

𝑥) ⋅
√

𝑐
2

sinh(
√

𝑐
2

𝑥). (2.5)

したがって、

𝑢′(𝑥)2 = 𝑐3

4
sech6 (

√
𝑐

2
𝑥)(cosh2 (

√
𝑐

2
𝑥) − 1)

= 2𝑢3 + 𝑐𝑢2 (2.6)

となり、(2.4)が成り立つことが分かる。
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2.2 Lax表示

KdV方程式を解くにあたって、まず、天下りにうまい変換を与えることにする。以下のような 2
つの演算子を定義する。

𝐿(𝑡) = −𝜕2 + 𝑢, 𝐵(𝑡) = −4𝜕3 + 6𝑢𝜕 + 3𝑢𝑥 (2.8)

表記について注意をすると、𝜕 は 𝑥 に関する偏微分を表す演算子とする。また 𝑢 と書いた場合、
𝑢(𝑡, 𝑥)を左から掛ける演算子を表すことにする。𝑢𝑥 などに関しても同様である。

𝐿(𝑡), 𝐵(𝑡) を Lax 対と呼ぶ。また 𝐿(𝑡) は Lax 演算子と呼ばれ、今の場合 1 次元の量子力学の
Haniltonianと同じ形をしている。𝐿(𝑡), 𝐵(𝑡)によって、KdV方程式 (1.1)は

d𝐿
d𝑡

= [𝐵(𝑡), 𝐿(𝑡)] (2.9)

と書き換えられる。これを Lax方程式と呼ぶ。また与えられた方程式を (2.9)のように表すことを
Lax表示という。Lax表示は KdV方程式に特有のものではなく、多くの可積分系に対する Lax表
示が知られている。

KdV方程式と Lax方程式 (2.9)が同値であることを証明しよう。(2.9)の左辺は

d𝐿
d𝑡

= 𝑢𝑡

となる。つぎに右辺を計算すると、

[𝐵(𝑡), 𝐿(𝑡)] = [−4𝜕3 + 6𝑢𝜕 + 3𝑢𝑥, −𝜕2 + 𝑢]

= −4(𝑢𝑥𝑥𝑥 +����3𝑢𝑥𝑥𝜕 +H
HHH3𝑢𝑥𝜕2) + 6𝑢𝑢𝑥

+ 6(���𝑢𝑥𝑥𝜕 +H
HHH2𝑢𝑥𝜕2)

+ 3(𝑢𝑥𝑥𝑥 +����2𝑢𝑥𝑥𝜕)
= 6𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥

となる。両辺を等号で結ぶことで KdV方程式を得る。Lax方程式は演算子の等式であったが、両
辺が微分演算子 𝜕を含まないために、𝑢に対する偏微分方程式とみなせる。

Lax方程式 (2.9)では、𝐵(𝑡)は時間発展の生成子となっている。すると Lax方程式はHamiltonian
𝐿(𝑡)の 𝐵(𝑡)による時間発展を考えていることになる。ここで、𝐿(0)を対角化して

𝐿(0)𝜓(𝑥, 0) = 𝜆𝜓(𝑥, 0) (2.10)

と書く。𝜓(𝑥, 0)は 𝐿(0)の固有値 𝜆の固有関数である。これを時間発展させてみよう。𝜓(𝑥, 𝑡)の
時間発展を記述する方程式として、

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑡)𝜓(𝑥, 0), d𝑈(𝑡)
d𝑡

= 𝐵(𝑡)𝑈(𝑡), 𝑈(0) = 1 (2.11)
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を課す。すると、𝜓(𝑥, 𝑡)は 𝐿(𝑡)の固有関数であることが示せる。
(2.10)の両辺に左から 𝑈(𝑡)を掛けると、

𝑈(𝑡)𝐿(0)𝑈(𝑡)−1𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝜓(𝑥, 𝑡). (2.12)

となる。ここで、𝑈(𝑡)𝐿(0)𝑈(𝑡)−1 を時間微分する。𝑈(𝑡)𝑈(𝑡)−1 = 1を時間微分すると

d
d𝑡

𝑈(𝑡)−1 = −𝑈(𝑡)−1𝐵(𝑡) (2.13)

が分かるので、

d
d𝑡

(𝑈(𝑡)𝐿(0)𝑈(𝑡)−1) = [𝐵(𝑡), 𝑈(𝑡)𝐿(𝑡)𝑈(𝑡)−1] (2.14)

となる。これは Lax方程式なので、初期条件 𝑈(0)𝐿(0)𝑈(0)−1 = 𝐿(0)から、

𝑈(𝑡)𝐿(0)𝑈(𝑡)−1 = 𝐿(𝑡) (2.15)

となる。この両辺を 𝜓(𝑥, 𝑡)に作用させて、

𝐿(𝑡)𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝜓(𝑥, 𝑡) (2.16)

となる。すなわち、𝐵(𝑡)によって時間発展する波動関数 𝜓(𝑥, 𝑡)は、任意の時刻で 𝐿(𝑡)の固有関
数である。さらに、𝜓(𝑥, 𝑡)に対する 𝐿(𝑡)の固有値は常に 𝜆で時間に依存しない。*5

2.3 逆散乱法

Lax 方程式が 𝐿(𝑡) = −𝜕2 + 𝑢 の等スペクトル条件を意味することを見た。これを利用して、
KdV方程式を量子力学における散乱の逆問題に置き換えることができる。この解法を逆散乱法と
呼ぶ。
逆散乱法では、まず散乱データと呼ばれる量を求める。これはポテンシャル 𝑢(𝑥, 𝑡)に対するスペ

クトルと、束縛解・散乱解の遠方での漸近的な振る舞いをまとめたものである。実は 𝑡 = 0での散
乱データが分かれば、任意の 𝑡での散乱データは簡単に分かってしまう。スペクトルに関しては、
これが時間変化しないことから明らかだろう。
散乱データからポテンシャル 𝑢(𝑥, 𝑡)を復元するのは散乱の逆問題と呼ばれ、Gel’fand-Levitan-

Marchenko 方程式という積分方程式によって解かれる。求まった 𝑢(𝑥, 𝑡) が KdV 方程式の解と
なる。

*5 逆に 𝐿(𝑡)の固有値が時間変化しない条件として Lax方程式を導ける。

6



2.4 散乱データ

Schrödinger 方程式 (−𝜕2 + 𝑢(𝑥, 𝑡))𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝜓(𝑥, 𝑡) に対し、束縛状態の固有値を 𝜆 =
−𝜅2

𝑛 (𝑛 = 1, …, 𝑁)とする。遠方での解の振る舞いは、

𝜓(𝑥, 𝑡) = {𝑐𝑛(𝑡)𝑒−𝜅𝑛𝑥 (𝑥 → +∞),
̃𝑐𝑛(𝑡)𝑒𝜅𝑛𝑥 (𝑥 → −∞)

(2.17)

となる。また、散乱状態の固有値を 𝜆 = 𝑘2 とおく。散乱状態の遠方での振る舞いは、

𝜓(𝑥, 𝑡) = {𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑏(𝑘, 𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → +∞),
𝑎(𝑘, 𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → −∞).

(2.18)

となる。散乱状態では独立な解がもう一つあるが、どちらか一方の情報だけで十分である。
𝜅𝑛, 𝑐𝑛(𝑡), 𝑎(𝑘, 𝑡), 𝑏(𝑘, 𝑡)からなる値の集合を散乱データと呼ぶ。
波動関数は 𝐵(𝑡) = −4𝜕3 + 6𝑢𝜕 + 3𝑢𝑥 によって生成される複雑な時間発展をするが、𝑥 → ±∞

では 𝐵(𝑡) ≈ −4𝜕3 と近似できる。したがって、

𝜓(𝑥, 𝑡) = {𝑒4𝜅3
𝑛𝑡𝑐𝑛(0)𝑒−𝜅𝑛𝑥 (𝑥 → +∞),

𝑒−4𝜅3
𝑛𝑡 ̃𝑐𝑛(0)𝑒𝜅𝑛𝑥 (𝑥 → −∞)

(2.19)

と書ける。すなわち 𝑐𝑛(𝑡) = 𝑒4𝜅3
𝑛𝑡 である。同様に、

𝜓(𝑥, 𝑡) = {𝑒−4𝑖𝑘3𝑡𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑒4𝑖𝑘3𝑡𝑏(𝑘, 0)𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → +∞),
𝑒−4𝑖𝑘3𝑡𝑎(𝑘, 0)𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → −∞)

(2.20)

となる。位相を再定義すると、𝑎(𝑘, 𝑡) = 𝑎(𝑘, 0), 𝑏(𝑘, 𝑡) = 𝑒8𝑖𝑘3𝑡𝑏(𝑘, 0)となる。以上の結果をまと
めると、

𝑐𝑛(𝑡) = 𝑒4𝜅3
𝑛𝑡𝑐𝑛(0), 𝑎(𝑘, 𝑡) = 𝑎(𝑘, 0), 𝑏(𝑘, 𝑡) = 𝑒8𝑖𝑘3𝑡𝑏(𝑘, 0). (2.21)

2.5 ソリトン

任意の時刻 𝑡での散乱データが求まったので、逆散乱問題を解けば 𝑢(𝑡, 𝑥)が求まる。ここで具
体的な計算をする前に、まず目標である 𝑁-ソリトン解について感覚的な説明をしておく。
束縛状態の時間発展は

𝜓𝑛(𝑥, 𝑡) = {𝑐𝑛(0)𝑒−𝜅𝑛(𝑥−4𝜅2
𝑛𝑡) (𝑥 → +∞),

̃𝑐𝑛(0)𝑒𝜅𝑛(𝑥−4𝜅2
𝑛𝑡) (𝑥 → −∞)

(2.22)

と表せる。したがって、𝜓𝑛(𝑥, 𝑡) は 𝑥 → ±∞ では速度 4𝜅2
𝑛 をもつ。|𝑥| が大きくない領域でも、

𝜓𝑛(𝑥, 𝑡)はある程度この速度にしたがって移動するだろう。さもなければ時間を進めた時に規格化
条件 ⟨𝜓𝑛|𝜓𝑛⟩ = 1を保つことができない。
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複数の束縛状態がある場合、別々の速度で移動する 𝜓𝑛(𝑥, 𝑡) は、依然として全てポテンシャル
𝑢(𝑡, 𝑥)に対する固有状態でなければならない。このため 𝑢(𝑥, 𝑡)は全ての束縛状態の移動に追従し
なければならず、結果的に複数のピークに分裂する。このピークがソリトンである。

図 3: 3-ソリトン解が分裂する様子。

以上の説明では反射係数 𝑏(𝑘, 𝑡) の時間発展については触れなかった。実は 𝑁-ソリトン解は
𝑏(𝑘, 𝑡) = 0となるような無反射ポテンシャルに対して得られる解である。反射係数の影響は、束縛
状態を持たないポテンシャルのさざなみとして表れる。

3 散乱の逆問題
この章はちょっと大変な計算パートだが、散乱データからポテンシャルを再構成すること自体が

面白い問題なので、載せておいた。

3.1 Jost解

散乱の逆問題を解くために、いくつか準備をする。時間発展のことは一旦忘れて、時間に依存し
ない Schrödinger方程式 (−𝜕2 + 𝑢(𝑥))𝜓(𝑥) = 𝜆𝜓(𝑥)の解で、以下の条件を満たすものを考える。

𝑓±(𝑥, 𝑘) → 𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → ±∞) (3.1)

ただし、𝜆 = 𝑘2 であり、しばらくは 𝑘は実数であるとする。𝑓+(𝑥, 𝑘), 𝑓−(𝑥, 𝑘)を Jost解という。
𝑓±(𝑥, 𝑘)の複素共役をとっても解であるから、

𝑓∗
±(𝑥, 𝑘) = 𝑓±(𝑥, −𝑘) (3.2)

である。また 𝑓±(𝑥, 𝑘) = 𝑔±(𝑥, 𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥 と定義すると、これは Schrödinger方程式から以下の式を満
たす。

𝑔″
±(𝑥, 𝑘) + 2𝑖𝑘𝑔′

±(𝑥, 𝑘) = 𝑢(𝑥)𝑔±(𝑥, 𝑘) (3.3)
𝑔±(𝑥, 𝑘) → 1, 𝑔′

±(𝑥, 𝑘) → 0, (𝑥 → ±∞) (3.4)

(3.3)から、

(𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑔′
+(𝑥, 𝑘))′ = 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑢(𝑥)𝑔+(𝑥, 𝑘)
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が成り立つ。これを 𝑥から∞まで積分して両辺に 𝑒−2𝑖𝑘𝑥 を掛けると、

−𝑔′
+(𝑥, 𝑘) = ∫

∞

𝑥
d𝑦 𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝑢(𝑦)𝑔+(𝑦, 𝑘)

となる。さらに積分すると、

𝑔+(𝑥, 𝑘) − 1 = ∫
∞

𝑥
d𝑧 ∫

∞

𝑧
d𝑦 𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑧)𝑢(𝑦)𝑔+(𝑦, 𝑘)

= ∫
∞

𝑥
d𝑦 ∫

𝑦

𝑥
d𝑧 𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑧)𝑢(𝑦)𝑔+(𝑦, 𝑘)

= ∫
∞

𝑥
d𝑦 1 − 𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑥)

−2𝑖𝑘
𝑢(𝑦)𝑔+(𝑦, 𝑘) (3.5)

となる。𝑔−(𝑥, 𝑘)についても座標を反転すれば同じことが成り立つので、

𝑔+(𝑥, 𝑘) = 1 − 1
2𝑖𝑘

∫
∞

𝑥
d𝑦 (1 − 𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑥))𝑢(𝑦)𝑔+(𝑦, 𝑘), (3.6)

𝑔−(𝑥, 𝑘) = 1 + 1
2𝑖𝑘

∫
𝑥

−∞
d𝑦 (1 − 𝑒−2𝑖𝑘(𝑥−𝑦))𝑢(𝑦)𝑔−(𝑦, 𝑘) (3.7)

が成り立つ。これらの式を逐次的に用いれば、Jost関数は 1/𝑘で展開された形で求めることがで
きる。
ここで、𝑘が複素数だと考える。上半平面 Im 𝑘 > 0において、|𝑘| → ∞のとき、

𝑔+(𝑥, 𝑘) = 1 − 1
2𝑖𝑘

∫
∞

𝑥
d𝑦 𝑢(𝑦) + 𝑂( 1

𝑘2 ) (3.8)

𝑔−(𝑥, −𝑘) = 1 − 1
2𝑖𝑘

∫
𝑥

−∞
d𝑦 𝑢(𝑦) + 𝑂( 1

𝑘2 ) (3.9)

となる。また、下半平面 Im 𝑘 < 0において、|𝑘| → ∞のとき、

𝑔−(𝑥, 𝑘) = 1 + 1
2𝑖𝑘

∫
𝑥

−∞
d𝑦 𝑢(𝑦) + 𝑂( 1

𝑘2 ) (3.10)

𝑔+(𝑥, −𝑘) = 1 − 1
2𝑖𝑘

∫
∞

𝑥
d𝑦 𝑢(𝑦) + 𝑂( 1

𝑘2 ) (3.11)

となる。以上の式は Jost解とポテンシャル 𝑢(𝑥)を繋ぐものになっている。ここで、Im 𝑘 > 0に
対し、

𝑔+(𝑥, 𝑘) = 1 + ∫
∞

−∞
d𝑧 𝐾(𝑥, 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑥)𝑒𝑖𝑘(𝑧−𝑥) (3.12)

と書く。階段関数 𝜃(𝑧 − 𝑥)が掛かっているのは、物理的な解を取り出すために遅延 Green関数を
選択するのと同じ理由である。つまり、𝑔+(𝑥, 𝑘)は 𝑥 → +∞における境界条件によって定義され
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るので、座標が 𝑥より小さい領域での散乱ポテンシャルには依存しない。仮に𝐾(𝑥, 𝑦)が求まった
とする。(3.12)を 𝑒−𝑖𝑘𝑥 について部分積分すると、1/𝑘による展開が得られる。2次まで書くと、

𝑔+(𝑥, 𝑘) = 1 − 1
𝑖𝑘

𝐾(𝑥, 𝑥) + 𝑂( 1
𝑘2 ) (3.13)

となる。ただし、Im 𝑘 > 0を用いた。これを (3.8)と比べることで、

𝐾(𝑥, 𝑥) = 1
2

∫
∞

𝑥
d𝑦 𝑢(𝑦) (3.14)

を得る。ポテンシャル 𝑢(𝑥)は

𝑢(𝑥) = −2 d
d𝑥

𝐾(𝑥, 𝑥) (3.15)

によって求まる。したがって 𝐾(𝑥, 𝑧)を求めれば 𝑢(𝑥)が求まる。ただしそのためにはもう少し準
備が必要である。

3.2 反射係数・透過係数の性質

無限遠で以下のように振る舞う解を考えてみる。

𝜓(𝑥) ∼ {𝛼(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝛽(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → +∞)
𝑒−𝑖𝑘𝑥 (𝑥 → −∞)

(3.16)

透過係数 𝑎(𝑘)と反射係数 𝑏(𝑘)を以下のように定義する。

𝑎(𝑘) ≔ 1
𝛼(𝑘)

, 𝑏(𝑘) ≔ 𝛽(𝑘)
𝛼(𝑘)

(3.17)

𝜓(𝑥)は 𝑥 → ±∞でそれぞれ Jost解によって表せるから、

𝜓(𝑥) = 𝛼(𝑘)𝑓∗
+(𝑥, 𝑘) + 𝛽(𝑘)𝑓+(𝑥, 𝑘) = 𝑓∗

−(𝑥, 𝑘) (3.18)

が成り立つ。(3.18)とその複素共役をとった式を行列の形に書く。

(𝑓−
𝑓∗

−
) = (𝛼∗ 𝛽∗

𝛽 𝛼 )(𝑓+
𝑓∗

+
) (3.19)

ここで、Wronskian

𝑊[𝑓−, 𝑓∗
−] = det (𝑓− 𝑓∗

−
𝑓 ′

− 𝑓∗
−

′) = det (𝛼∗ 𝛽∗

𝛽 𝛼 )𝑊[𝑓+, 𝑓∗
+] (3.20)

10



を考えると、これは 𝑥によらない*6 。一方

𝑊[𝑓−, 𝑓∗
−] → 𝑊[𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑒−𝑖𝑘𝑥] = −2𝑖𝑘 (𝑥 → −∞), (3.22)

𝑊[𝑓+, 𝑓∗
+] → 𝑊[𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑒−𝑖𝑘𝑥] = −2𝑖𝑘 (𝑥 → +∞) (3.23)

であるから、

det (𝛼∗ 𝛽∗

𝛽 𝛼 ) = |𝛼(𝑘)|2 − |𝛽(𝑘)|2 = 1 (3.24)

が従う。これは確率の保存を意味する。透過係数・反射係数を使って書くと、

|𝑎(𝑘)|2 + |𝑏(𝑘)|2 = 1 (3.25)

である。次に、𝛼(𝑘)の零点を考える。(3.16)に戻って考えてみると、𝛼(𝑘) = 0の状況は入射粒子
がないにも関わらず、透過・反射が起こっているような状況である。散乱状態ではこのようなこと
はありえないが、𝑘 = 𝑖𝜅, 𝜅 > 0と考えると、𝛼(𝑘) = 0は束縛状態の実現を意味することが分か
る。このとき、

𝜓(𝑥) = 𝑓∗
−(𝑥, 𝑖𝜅) ∼ {𝛽(𝑖𝜅)𝑒−𝜅𝑥 (𝑥 → +∞)

𝑒𝜅𝑥 (𝑥 → −∞)
(3.26)

となる。透過係数 𝑎(𝑘)・反射係数 𝑏(𝑘)は 𝛼(𝑘)を分母に含むから、束縛状態は 𝑎(𝑘), 𝑏(𝑘)の極とし
て現れることが分かる。
後の計算のために、𝑏(𝑘)の留数を求める。これは 𝛼(𝑘)の零点 𝑘 = 𝑖𝜅𝑛 に対し 𝛽(𝑖𝜅𝑛)/ ̇𝛼(𝑖𝜅𝑛) (ド

ットは 𝑘微分)によって求めることができる。𝑘が実数ではない場合、もはや 𝑓∗
±(𝑥, 𝑘) = 𝑓±(𝑥, −𝑘)

は成り立たないが、以降の議論では 𝑓∗
±(𝑥, 𝑘)と書いたとき、記号的に 𝑓±(𝑥, −𝑘)を意味することと

する。(3.18),(3.23)から

𝑊[𝑓+, 𝑓∗
−] = 𝛼(𝑘)𝑊[𝑓+, 𝑓∗

+] = −2𝑖𝑘𝛼(𝑘) (3.27)

が成り立つ。両辺を 𝑘で微分すると、

−2𝑖𝛼(𝑘) − 2𝑖𝑘 ̇𝛼(𝑘) = 𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓∗
−] + 𝑊[𝑓+, ̇𝑓∗

−]. (3.28)

ただし 𝑘微分をドットで表した。𝑓∗
−(𝑥, 𝑘)は微分方程式

𝑓∗
−

″(𝑥, 𝑘) = (𝑢(𝑥) − 𝑘2)𝑓∗
−(𝑥, 𝑘) (3.29)

を満たす。また ̇𝑓+(𝑥, 𝑘)は微分方程式

̇𝑓″
+(𝑥, 𝑘) = (𝑢(𝑥) − 𝑘2) ̇𝑓+(𝑥, 𝑘) − 2𝑘𝑓+(𝑥, 𝑘) (3.30)

*6 Wronskianの微分は

d
d𝑥

𝑊[𝑓−, 𝑓∗
−] = det (𝑓′

− 𝑓∗
−

′

𝑓′
− 𝑓∗

−
′) + det (𝑓− 𝑓∗

−
𝑓″

− 𝑓∗
−

″) (3.21)

であるが、第 1項は明らかに 0であり、第 2項は 𝑓″
− = (𝑢 − 𝑘2)𝑓−, 𝑓∗

−
″ = (𝑢 − 𝑘2)𝑓∗

− から 0となる。
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を満たすので、

d
d𝑥

det (
̇𝑓+ 𝑓∗

−
̇𝑓 ′

+ 𝑓∗
−

′) = det (
̇𝑓+ 𝑓∗

−
̇𝑓″

+ 𝑓∗
−

″) = 2𝑘𝑓+𝑓∗
−. (3.31)

同様に

d
d𝑥

det (𝑓+
̇𝑓∗

−
𝑓 ′

+
̇𝑓∗

−
′) = det (𝑓+

̇𝑓∗
−

𝑓″
+

̇𝑓∗
−

″) = −2𝑘𝑓+𝑓∗
− (3.32)

であるから、

𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓∗
−] ∣

∞

𝑥
= 2𝑘 ∫

∞

𝑥
d𝑦 𝑓+(𝑦, 𝑘)𝑓∗

−(𝑦, 𝑘) (3.33)

𝑊[𝑓∗
+, ̇𝑓−] ∣

𝑥

−∞
= −2𝑘 ∫

𝑥

−∞
d𝑦 𝑓+(𝑦, 𝑘)𝑓∗

−(𝑦, 𝑘) (3.34)

となる。𝛼(𝑘)の零点 𝑖𝜅𝑛 においては、𝑓∗
−(𝑥, 𝑖𝜅𝑛) = 𝛽(𝑖𝜅𝑛)𝑓+(𝑥, 𝑖𝜅𝑛)が成り立つので、

𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓∗
−] = 𝛽(𝑖𝜅𝑛)𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓+], 𝑊[𝑓+, ̇𝑓∗

−] = 1
𝛽(𝑖𝜅𝑛)

𝑊[𝑓∗
−, ̇𝑓∗

−] (3.35)

となる。したがって、𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓∗
−]は 𝑥 → ∞で 0に収束し、𝑊[𝑓+, ̇𝑓∗

−]は 𝑥 → −∞で 0に収束す
るので、𝛼(𝑘)の零点において

−2𝜅𝑛 ̇𝛼(𝑖𝜅𝑛) = 𝑊[ ̇𝑓+, 𝑓∗
−] + 𝑊[𝑓+, ̇𝑓∗

−]

= 2𝑖𝜅𝑛 ∫
∞

−∞
𝑓+(𝑥, 𝑖𝜅𝑛)𝑓∗

−(𝑥, 𝑖𝜅𝑛) d𝑥

= 2𝑖𝜅𝑛𝛽(𝑖𝜅𝑛) ∫
∞

−∞
𝑓+(𝑥, 𝑖𝜅𝑛)2 d𝑥 (3.36)

となる。

1
𝑐2

𝑛
= ∫

∞

−∞
𝑓+(𝑥, 𝑖𝜅𝑛)2 d𝑥 (3.37)

とすると、反射係数 𝑏(𝑘) = 𝛽(𝑘)/𝛼(𝑘)の留数が、

𝛽(𝑖𝜅𝑛)
̇𝛼(𝑖𝜅𝑛)

= Res(𝑏, 𝑖𝜅𝑛) = 𝑖𝑐2
𝑛 (3.38)

と求まる。𝑐𝑛 は 𝑓+(𝑥, 𝑖𝜅𝑛)の規格化定数となっている。

3.3 GLM方程式

Jost解の間の関係式

𝑓+(𝑥, −𝑘) = 1
𝛼(𝑘)

𝑓−(𝑥, −𝑘) − 𝛽(𝑘)
𝛼(𝑘)

𝑓+(𝑥, 𝑘) (3.39)
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から出発する。指数関数を取り除いて表示すると、

𝑔+(𝑥, −𝑘) = 1
𝛼(𝑘)

𝑔−(𝑥, −𝑘) − 𝛽(𝑘)
𝛼(𝑘)

𝑔+(𝑥, 𝑘)𝑒2𝑖𝑘𝑥 (3.40)

である。ここで、左辺を以下の複素積分で表そう。

𝑔+(𝑥, −𝑘) = 1
2𝜋𝑖

∮
𝐶

d𝑘′ 𝑔+(𝑥, −𝑘)
𝑘′ − 𝑘

(3.41)

ただし、𝐶 は複素 𝑘′ 平面上の半径 𝑅 → ∞ の反時計回りの円周である。この積分を下半平面上
の半円 𝐶− と上半平面上の半円 𝐶+ に分けて計算する。まず 𝐶− の積分に関しては、(3.11) から
𝑔+(𝑥, −𝑘′) ≈ 1として、

∫
𝐶−

d𝑘′ 𝑔+(𝑥, −𝑘′)
𝑘′ − 𝑘

= ∫
𝐶−

d𝑘′

𝑘′ = 𝑖𝜋 (3.42)

となる。𝐶+ の積分に関しては (3.40)から

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝑔+(𝑥, −𝑘′)
𝑘′ − 𝑘

= ∫
𝐶+

d𝑘′ 𝑔−(𝑥, −𝑘′)
𝛼(𝑘′)(𝑘′ − 𝑘)

− ∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)𝑔+(𝑥, 𝑘′)𝑒2𝑖𝑘′𝑥

𝛼(𝑘′)(𝑘′ − 𝑘)
(3.43)

となる。第 1項について、(3.40)で Im 𝑘 > 0とし、𝑥 → ∞とすると、(3.9)から

1 = 1
𝛼(𝑘)

(1 − 1
2𝑖𝑘

∫
∞

−∞
d𝑦 𝑢(𝑦) + 𝑂( 1

𝑘2 )) (3.44)

となる。したがって Im 𝑘 > 0 のもとで |𝑘| → ∞ とすると 𝛼(𝑘) → 1 となる。このことと (3.9)
から

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝑔−(𝑥, −𝑘′)
𝛼(𝑘′)(𝑘′ − 𝑘)

= ∫
𝐶+

𝑑𝑘′

𝑘′ = 𝑖𝜋 (3.45)

と計算できる。したがって、

𝑔+(𝑥, −𝑘) = 1 − 1
2𝜋𝑖

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)𝑔+(𝑥, 𝑘′)𝑒2𝑖𝑘′𝑥

𝛼(𝑘′)(𝑘′ − 𝑘)
(3.46)

を得る。ここで、(3.46)と (3.12)を比較すると、

− 1
2𝜋𝑖

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)𝑔+(𝑥, 𝑘′)𝑒2𝑖𝑘′𝑥

𝛼(𝑘′ − 𝑘)
= ∫

∞

−∞
d𝑧 𝐾(𝑥, 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑥)𝑒−𝑖𝑘(𝑧−𝑥) (3.47)

を得る。両辺に 𝑒𝑖𝑘(𝑦−𝑥)/2𝜋, 𝑦 > 𝑥を掛けて、𝑘 = −∞から 𝑘 = ∞まで積分すると、

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)𝑔+(𝑥, 𝑘′)𝑒2𝑖𝑘′𝑥

𝛼(𝑘′)
∫

∞

−∞

d𝑘
2𝜋𝑖

𝑒𝑖𝑘(𝑦−𝑥)

𝑘 − 𝑘′ . (3.48)
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𝑘積分を先に実行すると、

∫
∞

−∞

d𝑘
2𝜋𝑖

𝑒𝑖𝑘(𝑦−𝑥)

𝑘 − 𝑘′ = 𝑒𝑖𝑘′(𝑦−𝑥) (3.49)

より、

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)
𝛼(𝑘′)

𝑔+(𝑥, 𝑘′)𝑒𝑖𝑘′(𝑥+𝑦) (3.50)

となる。これに (3.12)を代入することで、𝐾(𝑥, 𝑦)に関するセルフコンシステントな方程式

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛽(𝑘′)
𝛼(𝑘′)

𝑒𝑖𝑘′(𝑥+𝑦) (3.51)

+ 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘′ 𝛼(𝑘′)
𝛽(𝑘′)

∫
∞

𝑥
d𝑧 𝐾(𝑥, 𝑧)𝑒𝑖𝑘′(𝑦+𝑧) (3.52)

を得る。

𝐹(𝑥) = − 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘 𝛽(𝑘)
𝛼(𝑘)

𝑒𝑖𝑘𝑥 = − 1
2𝜋

∫
𝐶+

d𝑘 𝑏(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥 (3.53)

とおくことで、Gel’fand-Levitan-Marchenko (GLM)方程式

𝐾(𝑥, 𝑦) + 𝐹(𝑥 + 𝑦) + ∫
∞

𝑥
d𝑧 𝐾(𝑥, 𝑧)𝐹(𝑦 + 𝑧) = 0 (𝑥 < 𝑦) (3.54)

を得る。
𝐹(𝑥)をもう少しわかりやすい形で書いておこう。積分経路を実軸に変形する。この際、𝑏(𝑘)の

極を横切るので、

𝐹(𝑥) = − 1
2𝜋

⋅ (2𝜋𝑖)
𝑁

∑
𝑛=1

𝛽(𝑖𝜅𝑛)
̇𝛼(𝑖𝜅𝑛)

𝑒−𝜅𝑛𝑥 + 1
2𝜋

∫
∞

−∞

𝛽(𝑘)
𝛼(𝑘)

𝑒𝑖𝑘𝑥 d𝑘

=
𝑁

∑
𝑛=1

𝑐2
𝑛𝑒−𝜅𝑛𝑥 + 1

2𝜋
∫

∞

−∞
d𝑘 𝑏(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥 (3.55)

と書ける。GLM 方程式によって 𝐾(𝑥, 𝑦) が求まると、(3.15) によってポテンシャル 𝑢(𝑥) が求
まる。

3.4 無反射ポテンシャルに対するGLM方程式の解

ポテンシャル 𝑢(𝑥, 𝑡)として、反射係数 𝑏(𝑘) = 0であるような無反射ポテンシャルを考える。ポ
テンシャルが KdV方程式に従うならば、𝑏(𝑘) = 0が保たれることに注意。このとき、

𝐹(𝑥) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝑐𝑛(𝑡)2𝑒−𝜅𝑛𝑥 (3.56)
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となる。ただし (2.21)から 𝑐𝑛(𝑡) = 𝑒4𝜅3
𝑛𝑡𝑐𝑛(0)である。GLM方程式は、

𝐾(𝑥, 𝑦) + ∑
𝑛

𝑐2
𝑛𝑒−𝜅𝑛(𝑥+𝑦) + ∑

𝑛
𝑐2

𝑛𝑒−𝜅𝑛𝑦 ∫
∞

𝑥
d𝑧 𝐾(𝑥, 𝑧)𝑒−𝜅𝑛𝑧 = 0. (3.57)

ここで、𝐾(𝑥, 𝑦)の 𝑦依存性が 𝑒−𝜅𝑛𝑦 の形で入っていることに注目して、

𝐾(𝑥, 𝑦) = − ∑
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥)𝑒−𝜅𝑛𝑦 (3.58)

とおく。𝜓𝑛(𝑥) は展開係数であるが、あとで規格化されたエネルギー固有関数であることが分か
る。(3.57)に (3.58)を代入し、𝑐𝑛𝑒−𝜅𝑛𝑦 についての係数を取り出すと、

𝜓𝑚(𝑥) = 𝑐𝑚𝑒−𝜅𝑚𝑥 − ∑
𝑛

𝜓𝑛(𝑥)𝑐𝑚𝑐𝑛 ∫
∞

𝑥
𝑒−(𝜅𝑚+𝜅𝑛)𝑧 d𝑧

= 𝑐𝑚𝑒−𝜅𝑚𝑥 − ∑
𝑛

𝜓𝑛(𝑥)𝑐𝑚𝑐𝑛
𝑒−(𝜅𝑚+𝜅𝑛)𝑥

𝜅𝑛 + 𝜅𝑚
. (3.59)

となる。したがって、

𝐼𝑚𝑛 = 𝛿𝑚𝑛, 𝐶𝑚𝑛 = 𝑐𝑛𝑐𝑚
𝑒−(𝜅𝑛+𝜅𝑚)𝑥

𝜅𝑛 + 𝜅𝑚
, 𝑒𝑚 = 𝑐𝑚𝑒−𝜅𝑚𝑥 (3.60)

とおけば、

(𝐼 + 𝐶)𝝍 = 𝒆 (3.61)

と書ける。

𝐼 + 𝐶 = 𝐼 + ∫
∞

𝑥
𝒆(𝑦)𝒆T(𝑦) d𝑦 (3.62)

より 𝐼 + 𝐶は正定値なので、(3.61)は一意な解をもつ。𝐼 + 𝐶の行列式を 𝜏と書けば、

𝜏 ≔ det(𝐼 + 𝐶) = ∑
𝑚

(𝛿𝑚𝑛 + 𝑐𝑚𝑐𝑛
𝑒−(𝜅𝑚+𝜅𝑛)𝑥

𝜅𝑚 + 𝜅𝑛
)𝑅𝑚𝑛 (3.63)

である。ただし 𝑅𝑚𝑛 は 𝐼 + 𝐶の余因子行列の𝑚𝑛成分である。Cramerの公式から、

𝜓𝑛(𝑥) = ∑
𝑚

((𝐼 + 𝐶)−1)𝑛𝑚𝑒𝑚 = 𝜏−1 ∑
𝑚

𝑅𝑚𝑛𝑐𝑚𝑒−𝜅𝑚𝑥 (3.64)

が成り立つ。また d𝜏/d𝑥 は、

d
d𝑥

𝜏 = − ∑
𝑛

∑
𝑚

𝑐𝑚𝑐𝑛𝑒−(𝜅𝑚+𝜅𝑛)𝑥𝑅𝑚𝑛 (3.65)

である。ここから𝐾(𝑥, 𝑥)は、

𝐾(𝑥, 𝑥) = − ∑
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥)𝑒−𝜅𝑛𝑥

= −𝜏−1 ∑
𝑛

∑
𝑚

𝑐𝑛𝑐𝑚𝑒−(𝜅𝑛+𝜅𝑚)𝑥𝑅𝑚𝑛

= 𝜏−1 d𝜏
d𝑥

= d
d𝑥

log 𝜏 (3.66)
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と求まる。(3.15)より、𝑁-ソリトン解

𝑢(𝑥, 𝑡) = −2 𝜕2

𝜕𝑥2 log det (𝐼 + 𝐶) (3.67)

が得られる。

3.5 𝜓𝑛(𝑥)が固有関数であることの証明

(3.61)の両辺に 𝐿 = −𝜕2 + 𝑢を掛けると、

𝐿𝜓𝑚 + ∑
𝑛

𝐶𝑚𝑛𝐿𝜓𝑛

+ 2 ∑
𝑛

𝑒𝑚𝑒𝑛𝜓′
𝑛 − ∑

𝑛
(𝜅𝑚 + 𝜅𝑛)𝑒𝑚𝑒𝑛𝜓𝑛

= −𝜅2
𝑚𝑒𝑚 + 𝑢𝑒𝑚. (3.68)

ただし、𝐶′
𝑚𝑛 = −(𝜅𝑚 + 𝜅𝑛)𝐶𝑚𝑛 = −𝑒𝑚𝑒𝑛 となることを用いた。ここで、

𝑢(𝑥) = −2 d
d𝑥

𝐾(𝑥, 𝑥) = 2 ∑
𝑛

𝑒𝑛𝜓′
𝑛 − 2 ∑

𝑛
𝜅𝑛𝑒𝑛𝜓𝑛 (3.69)

より、

∑
𝑛

(𝛿𝑚𝑛 + 𝐶𝑚𝑛)𝐿𝜓𝑛

= −𝜅2
𝑚𝑒𝑚 + ∑

𝑛
(𝜅𝑚 − 𝜅𝑛)𝑒𝑚𝑒𝑛𝜓𝑛(𝑥)

= ∑
𝑛

{−𝜅2
𝑚(𝛿𝑚𝑛 + 𝐶𝑚𝑛)𝜓𝑛 + (𝜅2

𝑚 − 𝜅2
𝑛)𝐶𝑚𝑛𝜓𝑛(𝑥)}

= − ∑
𝑛

(𝛿𝑚𝑛 + 𝐶𝑚𝑛)𝜅2
𝑛𝜓𝑛(𝑥). (3.70)

したがって両辺に 𝐼 + 𝐶の逆行列を掛けることで、

𝐿𝜓𝑛(𝑥) = −𝜅2
𝑛𝜓𝑛(𝑥) (3.71)

を得る。

3.6 𝑢(𝑥)の 𝜓𝑛(𝑥)による表示

𝑢(𝑥)は固有状態 𝜓𝑛(𝑥)によって

𝑢(𝑥) = 4 ∑
𝑛

𝜅𝑛𝜓2
𝑛 (3.72)

と表示できる。これを示そう。まず 𝜅 = diag(𝜅1, …, 𝜅𝑁) とおく。

𝒆′ = −𝜅𝒆, 𝐶′ = −𝜅𝐶 − 𝐶𝜅 (3.73)
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が成り立つ。(3.59)の両辺に左から 2𝝍T𝜅を掛けると、

4𝝍T𝜅𝝍 = 4𝝍T𝜅𝒆 − 2𝝍T𝜅𝐶𝝍 − 2𝝍T𝐶𝜅𝝍
= −4𝝍T𝒆′ + 2𝝍T𝐶′𝝍.

(3.59)の両辺に −2𝝍′T を掛けると、

−2𝝍′T𝝍 = −2𝝍′T𝒆 + 2𝝍′T𝐶𝝍. (3.74)

また (3.59)を微分して 𝝍T を掛けると、

2𝝍T𝝍′ = 2𝝍T𝒆′ − 2𝝍T𝐶𝝍′ − 2𝝍T𝐶′𝝍. (3.75)

以上を足し合わせることで、

4 ∑
𝑚

𝜅𝑚𝜓2
𝑚 = −2(𝝍T𝒆)′ = 𝑢(𝑥) (3.76)

を得る。

4 おまけ: 無限個の保存量の存在

4.1 高次KdV方程式

KdV方程式をより高次の偏微分方程式に一般化する。KdV方程式の Lax表示では、[𝐵(𝑡), 𝐿(𝑡)]
が微分演算子を含まないということが重要であった。一般に、微分演算子 𝐵, 𝐿の交換関係 [𝐵, 𝐿]
が 𝜕の 0次の演算子、つまり単なる関数となるとき、𝐵と 𝐿は準可換であるという。
この節では逆に、𝐿 = −𝜕2 + 𝑢(𝑥)に対し準可換となるような演算子 𝐵を求めてみよう。素朴で

泥臭い方法をとるが、次節ではスマートな方法を紹介する。
ここまでとは定義を変えて 𝐿 ≔ 𝜕2＋𝑢(𝑥)と定義する。𝐿と準可換な演算子の線型結合も準可換

なので、準可換な演算子が張る空間の基底を求めればよい。以下の演算子を考える。

𝐵𝑚 =
𝑚

∑
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑥)𝜕𝑖 (𝑚 ≥ 1) (4.1)

𝐵𝑚 は 𝐿と準可換であるとする。𝜕の最高次に注目すると、

[𝐿, 𝐵𝑚] = 𝑎′
𝑚(𝑥)𝜕𝑚+1 + (𝜕の低次) (4.2)

より 𝑎′
𝑚(𝑥) = 0であり、𝑎𝑚(𝑥)は定数でなければならない。したがって、𝐵𝑚 を定数倍して定義

し直せば、𝑎𝑚(𝑥) = 1とおける。
さらに𝑚が偶数の場合、𝑚 = 2𝑛とおくと �̃� = 𝐵𝑚 − 𝐿𝑛 によって 2𝑛 − 1次以下の演算子 �̃�を

作ることができる。[𝐿, �̃�] = [𝐿, 𝐵𝑚]より、�̃�は 𝐿と準可換であるから、𝑚は奇数だとしてよい。
以降の議論では、(4.1)の代わりに 𝐵𝑚 を

𝐵2𝑛+1 =
𝑛

∑
𝑖=0

(𝑅𝑖(𝑥)𝜕 + 𝑆𝑖(𝑥))𝐿𝑛−𝑖 (𝑅0(𝑥) = 1) (4.3)
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という表示に書き換えておく。[𝐿, 𝐵2𝑛+1]を計算すると、

[𝐿, 𝐵2𝑛+1] =
𝑛

∑
𝑖=0

[𝐿, 𝑅𝑖𝜕 + 𝑆𝑖]𝐿𝑛−𝑖. (4.4)

ここで、

[𝐿, 𝑅𝑖𝜕 + 𝑆𝑖] = [𝜕2 + 𝑢, 𝑅𝑖𝜕 + 𝑆𝑖]
= (2𝑅′

𝑖𝜕 + 𝑅″
𝑖 )𝜕 + (2𝑆′

𝑖𝜕 + 𝑆″
𝑖 ) − 𝑅𝑖𝑢′

= 2𝑅′
𝑖𝐿 + (𝑆″

𝑖 − 2𝑅′
𝑖𝑢 − 𝑅𝑖𝑢′) + (𝑅″

𝑖 + 2𝑆′
𝑖 )𝜕 (4.5)

であるから、

[𝐿, 𝐵2𝑛+1] =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑆″
𝑖 − 2𝑅′

𝑖𝑢 − 𝑅𝑖𝑢′ + 2𝑅′
𝑖+1)𝐿𝑛−𝑖 +

𝑛
∑
𝑖=0

(𝑅″
𝑖 + 2𝑆′

𝑖 )𝜕𝐿𝑛−𝑖

+ 2𝑅′
0𝐿𝑛+1 + (𝑆″

𝑛 − 2𝑅′
𝑛𝑢 − 𝑅𝑛𝑢′). (4.6)

𝐵2𝑛+1 と 𝐿 が準可換であるとき、第 1 項、第 2 項、第 3 項の係数は全て 0 になる。したがって、
𝑅𝑖(𝑥), 𝑆𝑖(𝑥)に対する微分方程式

𝑅′
0 = 0, (4.7)

𝑆′
𝑖 = −1

2
𝑅″

𝑖 , (4.8)

𝑅′
𝑖+1 = −1

2
𝑆″

𝑖 + 𝑅′
𝑖𝑢 + 1

2
𝑅𝑖𝑢′ (4.9)

を得る。1つ目の式は 𝑅0(𝑥) = 1としているので成り立つ。次に、2つ目の式から 𝑆𝑖 = −𝑅′
𝑖/2 +

(定数)となるが、𝐵2𝑛+1 から 𝐿𝑛−𝑖 の定数倍を引いて定義し直すことで、𝑆𝑖 = −𝑅′
𝑖/2とおける。

3つ目の式は必ず積分できることが数学的帰納法から示せるがここでは証明しない。𝐵2𝑛+1 から
𝐵2(𝑛−𝑖)−1 の定数倍を引いて再定義すれば、3つ目の式を積分する際の積分定数も 0とおける。以
上より、漸化式

𝑅0 = 1, (4.10)

𝑆𝑖 = −1
2

𝑅′
𝑖, (4.11)

𝑅𝑖+1 = ∫ (1
4

𝑅‴
𝑖 + 𝑅′

𝑖𝑢 + 1
2

𝑅𝑖𝑢′) d𝑥 (4.12)

を得る。ただし、3つ目の式の積分定数は 0とする。具体的に 𝑅𝑖 を 𝑖 = 0から順に表示すると、

𝑅0 = 1, (4.13)

𝑅1 = 1
2

𝑢, (4.14)

𝑅2 = 1
8

𝑢″ + 3
8

𝑢2, (4.15)

⋮
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となる。2𝑛 + 1 = 3の場合、

𝐵3 = (𝑅0𝜕 − 1
2

𝑅′
0)𝐿 + (𝑅1𝜕 − 1

2
𝑅′

1)

= 𝜕3 + 𝜕𝑢 + 1
2

𝑢𝜕 − 1
4

𝑢′

= 𝜕3 + 3
2

𝑢𝜕 + 3
4

𝑢′ (4.16)

となり、この演算子から Lax方程式を立てると、KdV方程式が得られる。さらに、この結果は容
易により高次の場合に拡張できる。高次の 𝐵2𝑛+1 から Lax方程式を立てて得られる偏微分方程式
を高次 KdV方程式と呼ぶ。またこのような方法で得られる無数の偏微分方程式の一群を、KdV階
層という。

4.2 擬微分演算子

以上で述べた KdV方程式の一般化は、𝜕の負冪を許すような擬微分演算子を用いることでより
簡潔に述べることができる。まず微分演算子 𝜕と掛け算演算子 𝑎に対し、に対し Leibniz則

𝜕𝑛𝑎 =
∞

∑
𝑗=0

(𝑛
𝑗)𝑎(𝑟)𝜕𝑛−𝑗, (𝑛 > 0) (4.17)

が成り立つ。ただし、2項係数は

(𝑛
𝑗) = 𝑛(𝑛 − 1) ⋯ (𝑛 − 𝑗 + 1)

𝑗!
(4.18)

と定義される。これを 𝑛 < 0にも拡張する。例えば、

𝜕−1𝑎 = 𝑎𝜕−1 − 𝑎′𝜕−2 + 𝑎″𝜕−3 − ⋯ (4.19)
𝜕−2𝑎 = 𝑎𝜕−2 − 2𝑎′𝜕−3 + 3𝑎″𝜕−4 − ⋯ (4.20)

である。𝜕の負冪はあくまで形式的なものであり、演算子どうしの和や積は許されているが、関数
への作用は定義されていない。擬微分演算子は、

𝐴 =
𝑚

∑
𝑗=−∞

𝑎𝑗𝜕𝑗 (4.21)

と定義される。擬微分演算子どうしの積は、Leibniz則と

𝜕𝑛𝜕𝑚 = 𝜕𝑛+𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ (4.22)

によって定まる。
前節では、𝐿 = −𝜕2 + 𝑢と準可換な演算子を漸化式でコツコツ求めたが、擬微分演算子を用い

ると高次 KdV方程式を簡潔に表示することができる。

𝐿KP ≔ 𝐿1/2 = 𝜕 − 𝑢
2

𝜕−1 + 𝑢′

4
𝜕−2 + ⋯ (4.23)
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として、

𝐵2𝑛+1 ≔ (𝐿2𝑛+1
KP )≥0 (4.24)

とする。ただし ()≥0 は 𝜕の非負の冪のみを取り出すことを意味する。𝐿2𝑛+1
KP が 𝐿と可換であるこ

とから、

[𝐿, 𝐵2𝑛+1] = −[𝐿, (𝐿2𝑛+1
KP )<0] (4.25)

が成り立つ。ただし ()<0 は 𝜕の負の冪のみを取り出すことを意味する。ここで、右辺の 𝜕の次数
を勘定すると、現れる 𝜕の最高次は 0次である。一方左辺は微分演算子の交換関係なので、微分演
算子である。すなわち、両辺が等号で結ばれるためには 𝜕の 0次しか現れてはいけない。したがっ
て、𝐵2𝑛+1 は 𝐿と準可換になる。𝐵2𝑛+1 の最高次は 𝜕2𝑛+1 であり、他の係数は 𝑢, 𝑢′, 𝑢″, …のみで
表示されているので、これは前節で求めたものと同じである。また前節の 𝑅𝑛 は

𝑅𝑛 = Res(𝐿2𝑛−1
KP ) (4.26)

と書くことができる。ここで、Res()は擬微分演算子のうち 𝜕−1 に比例する係数を取り出したもの
である。

4.3 無限個の保存量

KdV方程式に無限個の保存量が存在することを証明しよう。

d𝑅𝑛
d𝑡

= d
d𝑡

Res(𝐿2𝑛−1
KP )

= Res(d𝐿2𝑛−1
KP
d𝑡

)

= Res[𝐵𝑚, 𝐿2𝑛−1
KP ] (4.27)

である。擬微分演算子の交換関係の留数は

Res[𝑎𝜕𝑚, 𝑏𝜕𝑛] = ( 𝑚
𝑚 + 𝑛 + 1)𝑎𝑏(𝑚+𝑛+1) − ( 𝑛

𝑚 + 𝑛 + 1)𝑎(𝑚+𝑛+1)𝑏 (4.28)

によって計算できる。ここで

( 𝑛
𝑚 + 𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 − 1) ⋯ (−𝑚)

𝑚 + 𝑛 + 1
, ( 𝑛

𝑚 + 𝑛 + 1) = 𝑚(𝑚 − 1) ⋯ (−𝑛)
𝑚 + 𝑛 + 1

(4.29)

から、

( 𝑛
𝑚 + 𝑛 + 1) = (−1)𝑚+𝑛+1( 𝑚

𝑚 + 𝑛 + 1) (4.30)
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が分かる。よって

Res[𝑎𝜕𝑚, 𝑏𝜕𝑛] = ( 𝑚
𝑚 + 𝑛 + 1)(𝑎𝑏(𝑚+𝑛+1) − (−1)𝑚+𝑛+1𝑎(𝑚+𝑛+1)𝑏)

= ( 𝑚
𝑚 + 𝑛 + 1) 𝜕

𝜕𝑥
(

𝑚+𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎(𝑘)𝑏(𝑚+𝑛−𝑘)) (4.31)

となる。したがって、𝑢から得られる関数 𝐽(𝑥, 𝑡)が存在して

𝜕𝑅𝑛
𝜕𝑡

= Res[𝐵3, 𝐿2𝑛−1
KP ] = 𝜕

𝜕𝑥
𝐽(𝑥, 𝑡) (4.32)

と書ける。𝑥 → ±∞で 𝑢(𝑥, 𝑡)が十分速く減衰するという仮定のもとで、

∫
∞

−∞
𝑅𝑛 d𝑥 (4.33)

は KdV方程式の保存量となっている。
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