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ミンコフスキー時空上での量子論
文責：Physics Lab.2023　量子班　中澤　正樹

2023年 5月 11日

この記事では場の量子論でどのようにミンコフスキー時空上での対称性を反映した記述をするのかを考えてい
ます．どんな空間の上に理論を作ってもいいわけですが，ミンコフスキー時空は特に「平坦な」時空で，特殊
相対論の舞台でした．場の量子論ではこの対称性を反映した「状態の対称性変換」を課し，状態や場を考えま
す．質量をもつ一粒子状態にはスピンに対応する自由度が現れることがわかります．

執筆にあたり，説明してくれたりレビューをくれたりして助けてくれたみなさんはありがとうございました！
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1 座標
物理を描く空間として，いくつか条件を備えた多様体というもの考えることにする．
多様体M の開集合 U には写像 φ : U → Rn を定めることができる．

φにより点 x ∈ U に対し座標 {xµ} = φ(x) ∈ Rn が定まるa．また，{xµ}を使って点 xの接空間 TxM の基
底 { ∂

∂xµ

∣∣
x

}を定めることができる．
a {x0, x1, . . . , xµ}のことを略記して {xµ}と書いている

ただし接空間 TxM とは，接ベクトル

v : C∞(M) → R, f 7→ v[f ] s.t.

{
v[f + g] = v[f ] + v[g], v[λf ] = λv[f ]

v[fg] = v[f ]g(x) + f(x)v[g]

全体のなすベクトル空間である (詳しくは [1])．

2 計量
これから考える多様体では計量

g|x : TxM ⊗ TxM → R,
(
vµ

∂

∂xµ

∣∣∣∣
x

, wν ∂

∂xν

∣∣∣∣
x

)
7→ gµν(x)v

µwν

を定義することができる．T ∗
xM の基底で成分表示すると，

g|x = gµν(x)dx
µ ⊗ dxν

とかける．特に xにおいて gµν(x) = ηµν =

(−1
1
1
1

)
となった時，座標 {xµ}を与える座標系 ϕを慣性系と呼ぶ．

僕は混乱していたのですが...各点でこのような座標を取れる多様体のクラスをローレンツ多様体と呼ぶ．ミ
ンコフスキー時空はローレンツ多様体の一つであるが，その特殊なところはのちに述べるように各点で自明に
慣性系を取れるところである．一方で，ミンコフスキー時空だからといって常に gµν が

(−1
1
1
1

)
になるわ

けではない．例えば空間部分に極座標を取れば gµν は
(

−1
1
r2

r2 sin2 θ

)
である．

3 ミンコフスキー時空
ミンコフスキー時空M とは R1,3 と同型な多様体である．それゆえにM の点に対して対応する R1,3 の元を取るこ
とが，自然な慣性系 ϕn(x) = {xµ}を定める．

4 ポアンカレ変換

上記のミンコフスキー時空の性質から，特殊な等長変換であるポアンカレ変換を考えられる．これがミンコフ
スキー時空の対称性あるいは平坦性の表れである．
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4.1 等長変換
変換 f :M →M, p 7→ f(p)が計量を変えない時，すなわち，

gµν(p)dx
µ ⊗ dxν = gµν(f(p))f

∗dyµ ⊗ f∗dyν

が成り立つとき，等長変換という．ただし，{xµ}は pにおける座標であり，dxµ はその座標系に対応する T ∗
pM の基

底である．同様に {yµ}は f(p)における写像である．
f∗ を誘導写像

f∗ : TpM → Tf(p)M, V 7→ f∗V s.t. f∗V [g] = V [g ◦ f ]

ただし，g はM 上 C∞ 写像である．この時，pに座標 φ(p) = {xµ}，f(p)に写像 ψ(p) = {yµ}(= {ψµ(p)})を与え
ると， ∂

∂xµ
= V に対し f∗V =

∂yα

∂xµ
∂

∂yα
となる．ただし，∂yα

∂xµ
=

∂

∂xµ
[ψα ◦ f ◦ φ−1({xν})]とした．

f∗ は引き戻し写像

f∗ : T ∗
f(p)M → T ∗

pM, ω 7→ f∗ω s.t. f∗ω(V ) = ω(f∗V )

である．f∗dyβ
(

∂

∂xµ

)
= dyβ

(
∂yα

∂xµ
∂

∂yα

)
=
∂yβ

∂xµ
より，f∗dyβ =

∂yβ

∂xν
dxν

gµν(p)dx
µ ⊗ dxν = gµν(f(p))

∂yµ

∂xα
∂yν

∂xβ
dxα ⊗ dxβ

したがって

等長変換の条件は次のように言い換えられる．

gµν(p) = gαβ(f(p))
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
(1)

さて，g ◦ f(p)における座標 {zµ}と，等長変換 f(p) 7→ g ◦ f(p) s.t. gαβ(f(p)) = gσρ(g ◦ f(p))
∂zσ

∂yα
∂zρ

∂yβ
も考え

た時，

gµν(p) = gαβ(f(p))
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
= gσρ(g ◦ f(p))

∂zσ

∂yα
∂zρ

∂yβ
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
= gσρ(g ◦ f(p))

∂zσ

∂xµ
∂zρ

∂xν

なので，g ◦ f も等長変換をなす．この合成を積とすれば，単位元 idと逆元 f−1 : f(p) 7→ pとして等長変換全体は群
をなす．

4.2 ポアンカレ変換
さらに，gµν(p) = gµν(f(p)) = ηµν を満たすような等長変換をポアンカレ変換と呼ぶ．すなわち，

ポアンカレ変換は以下の条件を満たす変換 p 7→ f(p)である．

ηµν = ηαβ
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
(2)

この等長変換のなす群をポアンカレ群と呼ぶ．

計量を η に固定した等長変換を考えられるのは，各点で自然な慣性系を取れるというミンコフスキー時空の
性質のおかげである．
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さて，点 xである慣性系 ϕ(x) = {xµ}を取れた時，それに座標変換 (Λ, a) : xµ 7→ x′µ = Λµ
νx

ν +aµ (Λµ
ν ∈

SO(1, 3), aµ ∈ R1,3)をして得られる別の座標 ϕ′(x) = {x′µ}もまた慣性系である．この変換を 2回施すと，

x′′µ = Λ′µ
νx

′ν + a′µ

= Λ′µ
ν(Λ

ν
σx

σ + aν) + a′µ

= Λ′µ
νΛ

ν
σx

σ + (Λ′µ
νa

ν + a′µ)

となる．よって積を (Λ′, a′)(Λ, a) = (Λ′Λ,Λ′a + a′) : xσ 7→ Λ′µ
νΛ

ν
σx

σ + (Λ′µ
νa

ν + a′µ) と定めること
で，この座標変換もポアンカレ群をなすことになる．しかしながら，ここで考えている座標変換は同じ点 x

の異なる座標 ϕ(x), ϕ′(x) の間の変換なのに対し，今定義した等長変換としてのポアンカレ変換は点の変換
M →M,x 7→ x′ であり，異なるものであることに注意が必要である．

特殊相対論は，点 pの観測者と点 f(p)の観測者がそれぞれ慣性系 {xµ}，{yµ}で観測する時，不変になる
量 E2 = gµνE

µEν がどちらも E2 = −(E0)2 + (E1)2 + (E2)2 + (E3)2 の形で書けるaという理論であり，ミ
ンコフスキー時空はこの議論をできる空間であった．

a のでそのような量を考える限り二つの観測者は等価であり，また光速度不変が満たされている

5 状態に対する対称性の仮定
量子論では状態をヒルベルト空間 V の元 |ψ〉に対応させる．
前節のようにミンコフスキー時空にはポアンカレ変換で点が移り変わる対称性がある．この対称性に従って視点を
移す*1ことによる変換 |ψ〉 7→ |ψ′〉 = U(Λ, a) |ψ〉の前後で 2状態の間の確率が変わらない，つまり

〈φ |ψ〉 = 〈φ′ |ψ′〉

とする．このような変換を対称性変換とよぶ．確率保存を満たすには U(Λ, a)がユニタリであれば良いので，ポアン
カレ群のユニタリ表現がこれにあたり，その表現基底は一粒子状態空間W ⊂ V となる．

6 ポアンカレ群の構造
6.1 連結成分
ポアンカレ変換の定義 (2)から ∂yµ

∂xν
はポアンカレ変換をパラメタライズする．

行列 η, Λを，(η)µν ≡ ηµν , (Λ)
µ
ν ≡ ∂yµ

∂xν
と定義したとき，

ΛT gΛ = g

とかけるので，det
(
ΛT gΛ

)
= det(Λ) det(g) det(Λ) = det(g) より，det(Λ) = ±1 である．従って，P の中には，

det(Λ) = 1となるものと det(Λ) = −1となるものがある．
また，−1 = g00 = −(Λ0

0)
2 + (Λ1

0)
2 + (Λ2

0)
2 + (Λ3

0)
2 より, (Λ0

0)
2 ≥ 1である．Λ0

0 > 1となるものと，Λ0
0 < −1と

なるものがある．これらは連続的に移り変わることのできない 4つの分類を与える．

*1 あるいは観測者を移す
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det(Λ) = 1 det(Λ) = −1

Λ0
0 > 1 P ↑

+ P ↓
+

Λ0
0 < −1 P ↑

− P ↓
−

このうち，P ↑
+ は単位元成分と呼ばれる，単位元と連続な曲線で結ばれる成分である．

これからは P ↑
+ を考察する．

6.2 Lie群の性質
ポアンカレ群は実のところ Lie群をなす．そこで少し Lie群での一般論を考える．

Gを Lie群とする．1パラメタ部分群とは，曲線 ϕ : R → Gであって，

ϕ(t)ϕ(s) = ϕ(t+ s)

を満たすものである．

G上ベクトル場とは，滑らかな対応 X : p ∈ G 7→ X|p ∈ TpGである．Lie群の左移動 Lg : a 7→ ag は，ベクトル
場に作用して誘導写像 Lg∗ : TaG→ TagG, X|a 7→ Lg∗X|a を与える．

左不変ベクトル場とは，Lg∗X|a = X|ag となるようなベクトル場 X のことである．

1パラメタ部分群を一つ考えると

dϕµ(t)

dt
= Xµ(ϕ(t))

により対応する左不変ベクトル場 X|ϕ(t) = Xµ(ϕ(t))
∂

∂gµ

∣∣∣∣
ϕ(t)

が定まる．ただし，ϕ(t)における Gの座標 {gµ} =

{gµ(ϕ(t))} を取って，成分表示 ϕµ(t) = gµ ◦ ϕ(t) としている．(X が左不変ベクトル場になっていることは [2] を
参照)

ベクトル場 X に対しては，微分方程式
dσµ

dt
= Xµ(σ(t))

を満たす積分曲線 σ(t)が初期条件 σµ(0, x0) = xµ0 と一対一対応する．これは常微分方程式の解の存在と一意性から
保証される．このことからX に対して初期条件 x0 とパラメータ tを σ(t)へ飛ばす写像 σ :M ×R →M, (x0, t) 7→
σ(t, x0)が定義でき，これを X によって生成される流れと呼ぶ．流れは σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t+ s, x0)を満たす．*2
左不変ベクトル場 X を与えると，

dσµ(t, g)

dt
= Xµ(σ(t, g)), σ(0, g) = g

を満たす流れに対して Gの 1パラメタ部分群 ϕ(t) = σ(t, e)が定まる [2]．ただし，xµ0，σµ は x0，σ(t, g)の成分表
示である．
以上から左不変ベクトル場と 1パラメタ部分群には 1対 1対応がある．このことから，

*2 σ(t, σµ(s, x0))と σ(t+ s, x0)が tを変数として同じ微分方程式を満たすことから確かめられる
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ϕV を左不変ベクトル場 XV |g = Lg∗V (V ∈ TeG)によって生成される 1パラメタ部分群とする．指数写像

exp : TeG→ G, V 7→ ϕV (1)

を定義できる．さらに 1パラメタ部分群の元全体 {ϕV (t)|t ∈ R}は以下のように TeGの元と関係付けられる．

exp(tV ) = ϕV (t)

最後の主張は，左不変ベクトル場 XaV |g ≡ Lg∗(aV ) が 1 パラメタ部分群 ϕaV (t) を生成するのに対し，
d

dt
ϕV (at)

∣∣∣∣
t=0

= a
d

dt
ϕV (t)

∣∣∣∣
t=0

= aV より，XaV |g は ϕV (at)を生成するともいえる．対応の一意性から ϕV (at) =

ϕaV (t)なので，

exp(aV ) = ϕaV (1) = ϕV (a)

であることからわかる．

単位元と 1パラメタ部分群で結ばれているような Lie群の元 (g ∈ G s.t. ∃ϕ, t ϕV (t) = g)は，対応する TeG

の元 (V )から指数写像によって知ることができることになる．特に Gが行列群の時は指数写像は行列の指数
関数になって具体的に計算できる．

6.3 左不変ベクトル場を求める
以上の議論から，ポアンカレ群の単位元成分 P ↑

+ は単位元での接ベクトルから指数写像により知ることができる．
単位元での接ベクトルを求めよう．
ミンコフスキー時空において，ポアンカレ群は点の移動 p 7→ f(p)の集まりだが，それに対応する座標の関係もポ
アンカレ群を成すので，

p : φ(p) = {xµ} 7→ ψ(f(p)) = {yµ}(
yµ

1

)
=

(
P a
0 1

)(
xµ

1

)

とかいた時，
(
P a

0 1

)
はポアンカレ群をなす．P ↑

+ を考えているので何らかの 1 パラメタ部分群を使って ϕ(t) =(
P a

0 1

)
とかける．さて，t = ε � 1の場合の微小変換を考える．この時，yµ = xµ + εXµ とかける．まず，ポア

ンカレ変換の条件から Xµ を求め，そこから ϕ(ε)の表現を知る．
一般に等長変換の微小変換は (1)より次の条件を満たす．

∂(xκ + εXκ)

∂xµ
∂(xλ + εXλ)

∂xν
gκλ(x+ εX) = gµν(x)(

δκµ + ε
∂Xκ

∂xµ

)(
δλν + ε

∂Xλ

∂xν

)(
gκλ + εXξ ∂gµν

∂xξ

)
= gµν

Xξ ∂gµν
∂xξ

+
∂Xκ

∂xµ
gκν +

∂Xλ

∂xν
gµλ = 0 (ε最低次のみ拾った)

これを Killing方程式と呼ぶ．
ここではポアンカレ変換を考えているので，∂ηµν

∂xξ
= 0であるから， 方程式は

∂Xκ

∂xµ
ηκν +

∂Xλ

∂xν
ηµλ = 0
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結局，P 上のベクトル場を求めるには，この方程式の解を求めてやれば良いことになる．ところで，

−∂X
0

∂xµ
+
∂Xλ

∂x0
gµλ = 0 ⇐⇒− ∂X0

∂xa
+
∂Xa

∂x0
= 0 (a = 1, 2, 3)

∂Xb

∂xµ
+
∂Xλ

∂xb
gµλ = 0 ⇐⇒ ∂Xb

∂x0
− ∂X0

∂xb
= 0

∂Xb

∂xc
+
∂Xc

∂xb
= 0 (b, c = 1, 2, 3)

なので， 
−∂X

0

∂xa
+
∂Xa

∂x0
= 0

∂Xb

∂xc
+
∂Xc

∂xb
= 0

(a, b, c = 1, 2, 3)

がベクトル場を求めるために解くべき方程式．この解は，

X = xa
∂

∂x0
+ x0

∂

∂xa
+ tµ

∂

∂xµ
,

xb
∂

∂xc
− xc

∂

∂xb
+ tµ

∂

∂xµ

(t定数)

である．重ね合わせの定理から結局解は，

Ja = εabc
(
xb

∂

∂xc
− xc

∂

∂xb

)
Ka = xa

∂

∂x0
+ x0

∂

∂xa

Pµ =
∂

∂xµ

を定義して，その線型結合で

X = jaJ
a + kaK

a + tµP
µ (3)

とかける．この解にはパラメータ ja, ka, tµ について合計 3 + 3 + 4 = 10の自由度があることがわかる．

この結果から ϕ(ε)を読み取る．
まず，(3)から， 

X0

X1

X2

X3

1

 =


0 k1 k2 k3 t0
k1 0 −2j3 2j2 t1
k2 2j3 0 −2j1 t2
k3 −2j2 2j1 0 t3
0 0 0 0 1



x0

x1

x2

x3

1

 ≡
(
λ a
0 1

)
x̃

なので， (
yµ

1

)
=

(
xµ + εXµ

1

)
=

(
xµ

1

)
+

(
εI 0
0 1

)(
λ a
0 1

)(
xµ

0

)
=

(
I + ελ εa

0 1

)(
xµ

1

)
よって，

ϕ(ε) = I +

(
ελ εa
0 0

)
= exp(εV ) = I + εV
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より，

V =

(
λ a
0 0

)
結果，

ϕ(t) = exp(tV ) =

(
exp(tλ) 1 + ta+ · · ·

0 1

)
≡
(
Λ b
0 1

)
(4)

7 ポアンカレ群の表現
7.1 ベクトル表現を求める
(4)からベクトル (x0, x1, x2, x3)の変換性を読み取ると，

xµ 7→ Λµ
νx

ν + bµ

となる．

7.2 群構造
ベクトル表現から次のことがわかる．すなわち，ポアンカレ変換は，a ∈ R1,3，Λ ∈ SO(1, 3)として，

(0, a) : xµ 7→ xµ + aµ, (Λ, 0) : xµ 7→ Λµ
νx

ν

を定義して，

x 7→ (Λ, a)x

ただし，

(0, a1)(0, a2) = (0, a1 + a2)

(Λ1, 0)(Λ2, 0) = (Λ1Λ2, 0)

(Λ, 0)(0, a) = (0,Λa)(Λ, 0)

上記の関係からポアンカレ群 P はこれらの半直積になっているといえる．すなわち，

P = R1,3 ⋊ SO(1, 3).

7.3 ユニタリで既約な表現

5で述べたユニタリ表現を求める．ここでは既約表現を考える．

7.3.1 ローレンツ群による軌道分解
ローレンツ群 Lは −x20 + x21 + x22 + x23 ≡ s2 を不変にする変換M → M である．Lの単位元成分を本義ローレン
ツ群といい L↑

+ と書く．
本義ローレンツ群のミンコフスキー空間への作用 L↑

+ ×M →M を考えたとき，ミンコフスキー空間は推移曲面に
分解できる．
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ただし曲面 S が推移曲面であるとは

|x1〉 ∈ S,Λ ∈ L↑
+ =⇒ Λ |x1〉 ∈ S

|x1〉 , |x2〉 ∈ S =⇒∃ Λ s.t. |x2〉 = Λ |x1〉

が成り立つことである．
c ∈ Rを定数とすると，s2 = cで定める曲面は推移曲面になる．*3
ŝ2 を，固有値を s2 とする演算子として定義する．|x〉 ∈ S をとる．すなわち ŝ2 |x〉 = c |x〉とすると，

ŝ2(Λ |x〉) = c(Λ |x〉) (Lの定義)

= Λc |x〉

= Λŝ2 |x〉

したがって， [
Λ, ŝ2

]
= 0

である．
ここでシューアの補題*4 から，Λを既約表現とすると ŝ2 は単位行列の r ∈ R倍でなければならない．その際表現
空間 V 内の全ての |x〉 ∈ V について ŝ2 |x〉 = r |x〉となるが，ŝ2 の固有値は同じ推移曲面内でしか同じ値を取り得な
い．このことは Λを既約にする表現空間は推移曲面の中にしか取り得ないことを意味する．
従って，ローレンツ群の既約表現を求めるにあたっては，各推移曲面について異なる表現を求めることになる．

7.3.2 ポアンカレ群による軌道分解
ポアンカレ群のユニタリ表現を求めるにあたって，並進のユニタリ表現を U(a)，ローレンツ変換のユニタリ表現を

U(Λ)とする．
ポアンカレ変換は s2 を不変にしないので，これによって推移曲面を指定することはできない．しかし，並進のユニ
タリ表現 U(a) = exp(aµP

µ)により定義された PµP
µ ≡ P 2

µ の固有値 k2µ によって指定することができる．PµP
µ は

ローレンツスカラーであり，定義の仕方から U(a)と可換，すなわち，[
P 2
µ , U(Λ)

]
=
[
P 2
µ , U(a)

]
= 0

を満たす．よって U(a) や U(Λ) を作用する前後で k2µ の値は変わらないので，k2µ によって推移曲面を指定できる．
同じ推移曲面の任意の元はローレンツ変換で移り合う．

7.3.3 ローレンツ変換の分解
U(a)の固有ベクトル |kµ〉をとる．それ以外の自由度を ξ で表しておき，表現空間を {|kµ〉 ⊗ |ξ〉}を基底にはる．
次にローレンツ変換のユニタリ表現 U(Λ)の方に注目しよう．
推移局面の中の一つの kµ を選ぶ．その性質から同じ推移局面の中の任意の元 pµ との間には何かローレンツ変換が
存在して，

L(p) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = |pµ〉 ⊗ |ξ〉

とかける．

*3 Lの定義からローレンツ変換は s2 を不変にするし，s2 を不変にする変換はローレンツ変換である．
*4 Shurの補題の一つは以下のように述べられる．

g の正規表現 D(g)とM が可換ならば，M は単位行列のスカラー倍である．すなわち，
[D(g),M ] = 0 ⇐⇒ M = kI (k スカラー，I 単位行列)
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L(p)は kµ 毎に定義されるものである．

U(Λ) |pµ〉 ⊗ |ξ〉 = U(ΛP (p)) |kµ〉 ⊗ |ξ〉
= U(L(Λp)) U(L(Λp)−1ΛL(p)) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 (5)

ここで

W (Λ, p) = L(Λp)−1ΛL(p)

とすると，これは |kµ〉に作用しても kµ を変えないようなローレンツ変換の部分群である．そのため，

W (Λ, p) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = |kµ〉 ⊗
∑
ξ′

Sξξ′ |ξ′〉

とかける．結果 (5)は，

U(Λ) |pµ〉 ⊗ |ξ〉 = |Λp〉 ⊗
∑
ξ′

Sξξ′ |ξ′〉

とかけることになる．

このように U(Λ) を |ξ〉 に対角的な U(L(Λp)) と，|kµ〉 に対角的な W (Λ, p) の部分に分けることができる．
W (Λ, p)をウィグナー回転と呼ぶ [3]．

7.3.4 ウィグナー回転の表現
ウィグナー回転の表現 D(W )は，推移曲面ごとに固定部分群の元 kµ を選び，それを変えないようなローレンツ変
換の部分群を求めれば良いことになる．
質量あり (kµkµ < 0)の場合 この場合は kµ = (1, 0, 0, 0)を選べばよく，これを不変にするローレンツ変換の部分群
は空間回転 SO(3)である．この生成子 Ji はスピン代数 [Ji, Jj ] = iεijkJk に従い，対応する表現空間は |ξ〉 = |s, sz〉
で書かれる (ただし，s は整数または半整数，sz = −s,−s + 1, ... + s である．)．例えば s =

1

2
の場合を選ぶと，

Ji =
σi
2

(i = 1, 2, 3)であり S = exp
(
θi
σi
2

)
である (σi はパウリ行列)．

スピンの構造であることがわかる．ξ の自由度はスピン自由度と呼ばれる．

質量なし (kµkµ = 0)の場合 この場合は kµ = (1, 0, 0, 1)などと選べば良い．この時，kµ を不変にするW は，

W (θ, α, β) = S(α, β)R(θ)

とかける．ただし，

S(α, β) =


1 0 −α α
0 1 −β β
α β 1− η η
α β −η 1 + η

, R(θ) =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

, η =
α2 + β2

2

このW の生成子は A = J2 +K1, B = −J1 +K2 を使って

1 + iαA+ iβB + iθJ3
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とかける ([3]pp.97-104)．これらは二次元ユークリッド代数 se(2)である．|kµ〉 ⊗ |ξ〉は A,B の同時固有状態になっ
ているので，

A |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = a |kµ〉 ⊗ |ξ〉
B |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = b |kµ〉 ⊗ |ξ〉

とかけるが，(a, b) 6= (0, 0)の解があると連続無限個の固有値 (a cos θ − b sin θ, a sin θ + b cos θ)が存在することにな
る [4]．
このような解はまだ実験的に見つかっていない．一方 (a, b) = (0, 0)の場合，自由度は残る J3 の固有値となり，ξ
をこの固有値 σ に取り直して，

J3 |kµ〉 ⊗ |σ〉 = σ |kµ〉 ⊗ |σ〉

となる．σ は第 3軸方向の運動量であるから，

σ =
J · k
|k|

という量にあたる (kは運動量ベクトル，J は角運動量ベクトル)．この量はヘリシティと呼ばれる．表現がたかだか
2価だと仮定するとこの値は，

σ = 0,±1

2
,±1,±3

2
. . .

に限られ，光子の場合は ±1

2
に対応している．

このようにして一粒子の状態空間がどうなっているかを，状態に対称性変換を仮定したことから導くことがで
きた．この一粒子状態を加えたり消したりする生成消滅演算子を導入することで多粒子状態も扱えるようにな
る．それを用いて場の演算子を導入し，適切にラグランジアンを決めてやれば，方程式が得られる．
さて，この記事は終始ミンコフスキー時空を考えてきたが，曲がった時空間上での量子化の方法やそこでス
ピンがどのように現れるかが問題になる．これらについてはぜひ Physics Lab.2023の数理物理班での小原君
[5]や辻君 [6]の記事を参照してください．
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