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1 ミンコフスキー時空
1.1 座標

時空 M 内の点 x ∈ M に対して写
像 ϕによって座標 {xµ} = ϕ(x) ∈ Rn

を与える。また {
∂

∂xµ

∣∣
x

} を基底とし
て接空間 TxM が得られる。

1.2 時空の対称性

今の時空では計量 g|x : TxM ×
TxM → R, (vµ ∂

∂xµ |x, wν ∂
∂xν |x) 7→

gµν(x)v
µwν を定義できる。gµν(x) =

ηµν ≡
(−1

1
1
1

)
となる座標を慣性

系といい、この時空では自然な慣性系
ϕn(x) = {xµ}をとれる。
ある点 x で自然な慣性系 {xµ} を
取ると、それと x′µ = Λµ

νx
ν + aµ

の関係にある慣性系 {x′µ} がある
(Λµ

ν ∈ SO(1, 3), aµ ∈ R1,3)。一方
{x′µ} を自然な慣性系にする点 x′ へ
の変換 x → x′ = (Λ, a)x が考えられ
(Λ, a)(Λ′, a′)x = (ΛΛ′,Λa′ + a)x よ
りこの変換全体は並進群 T とローレ
ンツ群 Lで P = T ⋊ Lと書かれる群
をなす。これをポアンカレ群と呼ぶ。

1.3 状態

すべての状態を集めた空間を V と
する。上記対称性を背景に |ϕ〉 ∈ V 7→
|ϕ′〉 = U(Λ, a) |ϕ〉 で、確率を保存す
る (〈ψ |ϕ〉 = 〈ψ′ |ϕ′〉)対称性変換を定
義する。ただし、U(Λ, a)U(Λ′, a′) =

U(ΛΛ′,Λa + a′) とする。これらの
定義から U(Λ, a) がユニタリで [1]、
U(Λ, a) 全体がポアンカレ群をなせば
良い。つまり、ポアンカレ群のユニタ
リ表現が U(Λ, a)で、その表現空間は
一粒子状態空間W ⊂ V である。

1.4 ユニタリ表現

ポアンカレ群のユニタリ表現
U(Λ, a) を求める。まず運動量演算
子を k̂µ として T のユニタリ表現を
U(a) = eiaµk̂

µ とかける。
k̂µ の固有値 kµ とそれ以外の自由度

ξ を用いて表現基底を {|kµ〉 ⊗ |ξ〉}と
すると、L(p) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = |pµ〉 ⊗ |ξ〉
を定義できて、Q(Λ) |kµ〉 = |kµ〉 が
存在する．よって L のユニタリ表現
を U(Λ) = L(p)Q(Λ) とかける [2]。
Q(Λ)の ξへの作用を仮に Sでかくと，
L(p) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = |pµ〉 ⊗ |ξ〉 ,

Q(Λ) |kµ〉 ⊗ |ξ〉 = |kµ〉 ⊗
∑
ξ′

Sξ′ξ |ξ′〉 .

質量あり (kµk
µ < 0) の場合、Q ∼=

SO(3) となり，Q の生成子は Ji(i =

1, 2, 3) s.t. [Ji, Jj ] = i εijkJk。例えば
s =

1

2
の場合を選ぶと S = exp(θiσi)

となる。ξ をスピン自由度と呼ぶ。

1.5 場

状態空間 V で、|· · ·〉 ∈ V に作
用して一粒子を加える生成演算子
|pµ, ξ; · · ·〉 = â†(pµ, ξ) |· · ·〉 を定義す
る。逆の、一粒子を消す消滅演算子
â(pµ, ξ) |pµ, ξ; · · ·〉 = |· · ·〉 も定義す
る。場の演算子 ψ̂ は、

U(Λ, a)ψ̂A(x)U−1(Λ, a)

= DA
B(Λ−1)ψ̂B(Λx+ a)

の変換性をもつもので、

ψ̂A(x) =
∑
ξ

∫
d3p[uAeipxâ(pµ, ξ)

+vAe−ipxâ†(pµ, ξ)]

と書かれる。Dはローレンツ変換の恒
等表現 (スカラー)、ベクトル表現、あ
るいはスピノル表現である [1]。

1.6 一粒子波動関数

1粒子状態の波動関数 ϕA(x)は次の
ように書ける。

ϕA(x) ∝ 〈0|ψ̂A(x)|pµ, ξ〉
∝ uAeipx.

2 「曲がった時空」
曲がった時空で局所的に慣性系を取

ると gij(x)v
iwj = ηM̂N̂a

M̂ (x)bN̂ (x)

であり、a′L̂(x) = ΛL̂
M̂
(x)aM̂ (x)，

b′K̂(x) = ΛK̂
N̂
(x)bN̂ (x) と取り直し

ても良いことから局所ローレンツ変
換分の自由度がある [3]。異なる変換
性の脚をハットをつけて区別した。

2.1 原理と方程式の構成

法則を「作用
∫
d4x

√
−gL(ψ, ∂ψ)

を極小にする ψが実現する」という形
式で書く。我々が座標を思いつくか否
かによらず物理的実現はあると思うの
で、法則は座標変換で不変であると仮
定する (相対性原理)。またゲージ変換
ψ(x)N̄ 7→ U(x)N̄M̄ψ(x)

M̄ でも法則が
不変だと仮定する (ゲージ原理)。
法則が不変とは上記形式では L が

(全微分を除いて)不変だということで
あり、∂ψ には ψ と同じ変換性を持っ
て欲しい。そのため ∂ψ → ∂Mψ

N̂N̄ +

ω N̂
M L̂

ψL̂N̄ + A N̄
M L̄ψ

N̂L̄(共変微分)

とする。ハット、バーの変換性から出
てきた接続 ω,Aが方程式に現れる。
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