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結び目とチャーン・サイモンズ理論
1 結び目
3 次元空間に浮かんでいる 1 つの
輪っか*1のことを結び目と呼びます。
複数の輪っかがあるときは絡み目と呼
びます。

図 1: 三葉結び目
図 2: 三葉結び目と
同値な結び目

結び目は切ったり自分自身と重なっ
たりしないように変形することができ
ます。互いに変形し合うことができる
結び目は同値であると言います。
例えば図 1と図 2の結び目は実は同
値であり、互いに変形し合うことがで
きます。

2 ジョーンズ多項式
結び目が同値かどうかを判定する
のは実は困難です。図 1 の結び目と
図 2 の結び目が同値であることは図
をちょっと見ただけでは分からないで
しょう。また図 1の結び目は、その鏡
像と同値ではありません。

図 3: 三葉結び目の鏡像、こちらは左手型と呼
ばれる。

結び目が同値かどうか判定するのに

便利な量が結び目不変量です。結び目
不変量とは、2 つの結び目が同値なら
同じ値を取る量のことです*2。
結び目不変量の一例にジョーンズ多
項式というものがあり、次のように計
算できます。まず結び目に向きをつ
け*3、ただの輪っか (自明な結び目)に
は 1という式を対応させます。

図 4: 交点の変形

次に、1 つの交点を図のように変え
た結び目をそれぞれ L+, L−, L0 とし
たとき、スケイン関係式

t−1V (L+)− tV (L−)

= (t1/2 − t−1/2)V (L0)

が 成 り 立 つ よ う に t の 多 項 式
V (L+), V (L−), V (L0) を対応させま
す*4。

図 5: 2 つの自明な結び目から成る絡み目の
ジョーンズ多項式

例えば 2つの自明な結び目から成る
絡み目は図 5のように 1つの自明な結
び目に変形できます。そこでジョーン
ズ多項式は −t1/2 − t−1/2 と計算でき
ます。

図 1の三葉結び目のジョーンズ多項
式は −t4 + t3 + t と計算できるのに
対し、図 3の左手型の三葉結び目では
−t−4 + t−3 + t−1 となります。よっ
て、結び目不変量が違うのでこれらの
結び目は同値ではありません。

3 場の量子論との関係
実は、ジョーンズ多項式はチャーン・

サイモンズ理論と呼ばれる位相的場の
量子論を使って計算することができま
す。チャーン・サイモンズ理論は 3次
元多様体M で定義される作用が
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であるような場の量子論で、Aはリー
代数に値を取る 1次微分形式です。
ウィッテンは [1] において、結び目

Lに沿ってウィルソンループという物
理量
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の真空期待値を計算するとジョーンズ
多項式が得られることを示しました。
チャーン・サイモンズ理論を少し変え
れば様々な結び目不変量を得ることが
できます。
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*1 正確には、S1 の R3 への埋め込み。
*2 ただし、同値でない結び目が偶然同じ値を取ることはあってもよい。そのような場合がなければ、その結び目不変量は完全であるという。
*3 結び目の向きの付け方によってジョーンズ多項式は変わらないことが知られている。ただし絡み目の場合、相対的な向きの付け方には依存しうる。
*4 t1/2, t−1/2 のような項も許す。ジョーンズ多項式は必ず整数係数になることが知られている。


