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時間とエネルギーの不確定性関係
1 不確定性関係
量子論においては、２つの物理量の
値が同時に一定精度で確定できないと
いう不確定性関係があります。
不確定性関係の一番簡単な定式化
としてはロバートソン-ケナードの不
等式

σρ(A)σρ(B) ≥ |⟨[A,B]⟩ρ|
2

があります。ここで ⟨X⟩ρ, σρ(X) は
それぞれ状態 ρ における物理量 X の
期待値と標準偏差で、[A,B] = AB −
BAは交換子です。例えば位置 xと運
動量 pについては、[x, p] = iℏなので

σρ(x)σρ(p) ≥
ℏ
2

となります。この不等式は内在的な量
子ゆらぎについての不等式ですが、他
にも測定誤差や擾乱についての不等式
も提唱されています。

2 時間とエネルギーの不
確定性関係

相対論や解析力学における「位置と
運動量の関係」と「時間とエネルギー
の関係」の類似性から、時間とエネル
ギーにも同様の「不確定性関係」が存
在することが期待されます。
しかし、量子論では位置や運動量な
どの物理量は通常状態空間上のエル
ミート演算子として表されますが、時
間 t は単なるパラメータなので、異
なる取扱いが必要となります。実際、
ハミルトニアン H と正準交換関係
[T,H] = iℏ にある演算子 T が存在
すると、

HeiϵT/ℏ = eiϵT/ℏ(H − ϵ) (1)

となり、エネルギーに下限がなくなり
不安定になることがわかります。

3 推定理論による定式化
一つの定式化の方法は直接測定で
きるような物理量でないものの値の推
定によるものです。

3.1 量子フィッシャー情報量
による推定

状態をラベルするパラメータ θ を物
理量Aの測定結果から推定することを
考えます。期待値については正しい不
偏推定の精度は、量子フィッシャー情
報量

S = tr[L†
θρθLθ],

(∂ρθ
∂θ

=
1

2
(ρθLθ+L

†
θρθ)

)
を用いて量子クラメールラオ不等式

σ(θest) ≥
1√
S

で与えられます。時間発展している状
態 ρt = e−iHt/ℏρeiHt/ℏ の場合には、
この不等式は

σ(test)σρt
(H) ≥ ℏ

2

となります。

3.2 弱値による近似

物理量Aの関数としてハミルトニア
ンと時間を近似することを考えます。
時刻 t0 の付近では期待値が正しい局
所不偏推定の場合には近似の精度が

∥H − f(A)∥∥t0 − g(A)∥ ≥ ℏ
2

となり、その最適な近似関数がハミル
トニアンのアハラノフ弱値

Hw(a) =
⟨a|H |ψ⟩
⟨a|ψ⟩

の実部と虚部を用いて
f(a) = ReHw(a)

g(a) = t0 +
ℏ
2

ImHw(a)

∥ImHw(A)∥2

と与えられることがわかります。

4 時間作用素による定式
化

もう一つの方法として形式的な時間
作用素を定める方法があります。無限
次元での厳密な議論によると、演算子
の「エルミート性」や「正準交換関係」
にはいくつかの強さの異なるクラスが
あります。

自己共役 =⇒ 対称 =⇒ エルミート

ワイル関係
[eiuT , eivH ] = e−iuvℏeivHeiuT

⇒弱ワイル関係
Te−iHt/ℏ = e−iHt/ℏ(T + t)

⇒正準交換関係 [T,H ] = iℏ

そのため、やや弱いクラスの条件を満
たす時間作用素であれば作ることがで
きる場合があります。
例えば、H = p2

2m で記述される自由
粒子の場合には

T =
m

2
(xp−1 + p−1x)

の定義域をうまく定めてやれば、アハ
ラノフ-ボーム時間作要素という弱ワ
イル関係を満たす対称作用素となり
ます。
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