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1 必要な量子力学

エネルギーの演算子と固有状態

量子力学では物理量を「状態」に作用
する演算子によって表します。
量子論では不確定性のために全ての物
理量の値を同時に決定できませんが、
ある一つの物理量の値が定まった状態
を考えることは可能です。物性物理で
はそのような物理量としてエネルギー
を採用します。
系が「n番目に低いエネルギー準位En

にいる」という状態は、エネルギーを表
す演算子 (ハミルトニアン)によって

H|n⟩ = En|n⟩

となります。つまり、これは物理系の
状態の情報を担う演算子です。

物理状態がつくる空間

同じエネルギーの値を持つ状態が複数
存在する時、エネルギー準位に縮退が
あるといいます。エネルギー En の縮
退した状態たちを集めてなす空間をエ
ネルギー En の固有空間、その元は固
有状態と呼びます。各エネルギー準位
ごとに固有空間があり、全てのエネル
ギー固有空間を合わせたものが電子の
状態の住む空間 (状態空間)です。

状態空間と固有空間のイメージ図

2 状態空間の構造

波数空間表示

結晶中では格子状に配置された原子核
が周期的なポテンシャルを作り、位置
を格子間隔 aの分だけずらしても性質
が同じという並進対称性があります。

結晶中の周期ポテンシャルのイメージ

結晶では運動量またはその 1/ℏ倍 (波
数 (を変数に取る表示が便利です。結
晶の周期性から、波数は 1/ad 程度の
広がりを持つ有限な領域 (ブリルアン
ゾーン、BZ)の内部に限られます。

状態空間の構造

ハミルトニアンを波数で展開して
Ĥ =

∑
k

c†σ(k)Hσ,σ′ (k)cσ′ (k)

と書くと、系のエネルギーの波数依存
性 (バンド分散) は行列 H(k) の固有
値 En = En(k)で与えられます。

バンド分散の図 (異常量子ホール系を例に)。

k を「波数空間」の中の 1 点と捉え
ると、波数空間の各点に対してエネル
ギー En(k)の固有空間が対応します。

波数空間とエネルギー固有空間の図。エネル
ギー準位ごとにこのような構造が存在する

空間 (底空間と呼ぶ)の各点にベクトル
空間が結びついた構造をベクトル束と
いいます*1。固有空間はエネルギー固
有状態を基底*2とするベクトル空間で
あり、これを波数空間全体にわたって
集めたものは波数空間を底空間とする
ベクトル束の構造を持つのです。

3 状態空間の「かたち」
曲がった空間の幾何学

曲がった空間上のある点における接ベ
クトル V を、接平面*3の方向に「平行
移動」させる事を考えます。

(b) 

曲がった空間上で接ベクトルを移動させる

曲がった空間では、ある点で空間に接
する接平面を張る基底が各点ごとに異
なってきます。そのため、空間上で点
を動かした時の接ベクトルの変化は
3∑

i=1

(
V i(x+∆x)êi(x+∆x)− V i(x)êi(x)

)
となります。今、曲がった空間内の移

*1 正確には「局所的に自明である」事が要請されますが、ここではそれが成り立っているものとして話を進めます。
*2 基底とは「ベクトル空間を張る『もと』となるもの」です。ベクトル空間のあらゆる元は基底の足し合わせによって書くことができます。
*3 ここではイメージしやすさの都合上空間を 3次元としましたが、別に一般の n次元の場合を考えてもらっても良いです。



動に伴って接空間の基底が

êi(x+∆x) = êi(x)+

3∑
j,k=1

Γk
ji(x)∆xj êk(x)

と変化する時、「空間内の点を j 方向
に動かした時の、接ベクトル V の第 i

成分の変化」は次で書けます:

DjV
i =

∂V i

∂xj
+

3∑
k=1

Γi
jkV

k .

ここから、空間の「曲率」を
DaDb −DbDa

と定義します。言葉で表すと、これは
「空間上で『b方向に動かしてから a方
向に動かす』時と『a 方向に動かして
から b方向に動かす』時の、接ベクト
ルの成分の変化の差」、という量です。

曲がった空間では平行移動の操作が
「どの方向に動かすか」の順序に依存
します。そのため、「移動方向の順序
の違いによって結果にどれだけ差が生
じるか」を調べることで、空間の曲が
り具合が測れるのです。

曲がった空間上で接ベクトルを移動させる

状態空間の曲がり具合

波数 k でエネルギー En(k) を持つ状
態を |n,k, α⟩(α: 縮退のラベル) と書
く時、kの変化に応じて状態は

|n, α,k + δk⟩

= |n, α,k⟩+ i
∑
β

A(k)αβ |n, β,k⟩ · δk

のように変化します。ここで、

A(k)αβ ≡ −i⟨n, α,k| ∂
∂k

|n, β,k⟩

はベリー接続と呼ばれる量 (行列) で
す。ここからベリー曲率という量を(

∂

∂ka
+ iAa

)(
∂

∂kb
+ iAb

)
−

(
∂

∂kb
+ iAb

)(
∂

∂ka
+ iAa

)
と定義します。これは固有空間の波数
空間上への「生え方」の「曲がり具合」
を測るもの、という意味を持ちます。
系を記述するハミルトニアンの k依存
性によって、状態空間の「曲がり具合」
が決まります。例えば、ハミルトニア
ンが kに全く依存しない時、固有空間
は「まっすぐに生え」ます。

4 トポロジカル物性
トポロジーとは

トポロジーとは、ものすごく簡単に言
うと「連続的に変形しても保たれる空
間の性質」を調べる学問です。
例えば、ドーナツという空間の「穴の
数」は、ドーナツをマグカップに変形さ
せても変わりません。穴の数という量
は、連続変形のもとで値が保たれるト
ポロジカル不変量の一つです。

ドーナツをマグカップに連続変形する操作

物理系の状態空間がトポロジカルに非
自明な構造を持つ (「まっすぐな」空間
に連続変形で移れない) とき、その系
はトポロジカル相にあるといいます。

接続の発散とトポロジー

H(k) の関数形によっては、波数空間
のある点でベリー接続に発散が生じ

るという事態が起こり得ます。発散が
生じる点は連続変形によって消せませ
ん。この時、状態空間はトポロジカル
に非自明な構造を取ります。
ベリー接続 (およびベリー曲率) は状
態空間の「かたち」の情報を持ってい
るので、ベリー接続を調べれば状態空
間の形が非自明なトポロジーを持つか
どうかが分かる、という事になります。

トポロジカル不変量

状態空間のベリー接続から、系のトポ
ロジカル不変量を定義できます。それ
は例えば空間 2次元の系では*4

ν
(1)
Ch :=

1

2π

∫
d2

∑
i,j

ϵij
(
∂ai
∂ki

− ∂aj
∂ki

)

と書けます*5(積分区間は BZ 全域で
す) 。ν

(1)
Ch は TKNN数とよばれ、こ

れは Chern 数というベクトル束のト
ポロジカル不変量の一つになっていま
す。状態空間のベリー接続が底空間上
で発散する時、この値がゼロでない整
数値を取ります (その値によって状態
空間のトポロジーが区別されます)。

トポロジカル不変量が 0 でない値を
持つとき、縮退した固有状態たちの中
にエッジ状態という特別な状態が出現
します。これは空間のエッジ、すなわ
ち表面 (境界) に局在して運動するよ
うな電子の状態です。エッジ状態はま
さにトポロジカル物性の代表例です。
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*4 空間次元が 2の時、トポロジカル不変量の表式が比較的簡単になります。例えば 3次元の物体の表面上を運動する電子などは 2次元系の例です。
*5 具体的な計算を実行する上では、ベリー接続が発散する点の周りで「ゲージ変換」A′ = A+ ∂χ

∂k
χを施すことで形式上発散を回避します。

このベリー接続を BZで積分すると、ゲージ変換の関数 χに応じて ∫
Ω d2k∇× ∂χ

∂k
=

∮
∂Ω dk ∂χ

∂k
という項が残り、非ゼロな積分値を得ます。


